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Introducciéon

Nuestra primera motivacién para trabajar con la sucesién de fibonacci (¢,), fue la de intentar calcular de una
manera mas eficaz la férmula de Binet. Por lo cual nos dimos a la tarea de calcular la serie finita de los ¢s9,, de una
manera constructiva de tal manera que iterando llegamos a la suma finita de los ¢,,, donde r» = 2. Esta serie
finita acumula efectivamente ¢,., teorema 37.
Ademds nos fijamos que sucede cuando sumamos s al indice de fibonacci, es decir ¢,4s, intentando de alguna
manera separar esta s de forma lineal. Y en efecto, a partir de m > 2, sumar s = 2™~ ! al fndice de fibonacci se
distribuye dentro de ¢, teorema 38. Sin embargo nuestra construccion finita inicamente nos permitia trabajar con
r y s potencias de dos, por lo cual nos vimos obligados a utilizar ecuaciones diferenciales para intentar plantear el
caso general utilizando nuestra evidencia para las potencias de dos.
Conocemos la maravillosa férmula para calcular el n-ésimo nimero de fibonacci gracias a Binet: para todo n € N,
JERVE]
2 Y

con ¢ = T = 1_7\/5, tenemos que

B wn —n
SOTL \/3

y sabemos esto gracias a la expansién en series de potencias de la funcién:

o

St = e = s
kL= 9 T T2 _

P l—ox—z > +rx—1

i Pero qué sucede con la suma de los niimeros n-ésimos que aparecen en un orden par?

— 2k a?
§ :‘P%x = 4 _3.2
= x 3r°+1

Y para los nimeros n-ésimos que aparecen en un orden multiplo de cuatro:

= 3zt
4k _
kZ:OSDAka oAt Tzt 41

Finalmente encontramos un patrén y la forma general para los multiplos de r

oo r
ZSD pr't = S L —
el 2?2 — Bpxt + 17

donde 7 es una potencia de 2 y 3 esta definida de la siguiente manera:

Br=1
B2 =3
ﬁQ" = 5;71*1 - 27

o bien,

1+\/5)T+(17\/5)T'

Br=v 7= (5 :



1 Sumando y alternando

1.1 Fibonacci sobre los naturales
Definicién 1. Sea n € N, definimos ¢,, de la siguiente manera:

wo =0

p1 =1

©n = @Pn-1+ Pn-2
Teorema 1. Sea k,n € N

n
Z Pk = Pntz — 1
k=0
Demostracion. Sea n € N, tenemos que

$n + Pn+1 = Pn+2
y podemos aplicar la suma en ambos lados de la igualdad:
n n+1 n+2
Z Pr+ Z Pk = Z Pk
k=0 k=1 k=2

n+1 n+1

Z‘Pk+ (991 +Z<Pk> = (Z@k"‘@mrz)
k=0 k=2 k=2

Z Pk + Y1 = Pnt2
k=0

n

> okt 1=0n
k=0
n

Z¢k=¢n+2—1

k=0
Teorema 2. Sea k,n e N, n > 1

Demostracion. Sean € N, n > 1
Si n = 2, entonces

2
D (1) o= =1 =1
k=2

Y si n > 2, entonces usando la definicién recursiva de los nimeros de Fibonacci podemos generar la siguiente

enumeracion:

Pn—2tPn-1=¥n
—¥Pn—3 — Pn—2 = ~Pn-1
Pn—4 T Pn_3 = Pn—2
—Pn—5 — Pn—4 = —Pn-3

(=D o1+ (=) loa = (1) s
(=)o + (=1)"p1 = (=1)"p2



1.1. Fibonacci sobre los naturales

y sumando todo esto tenemos que

n

(=)0 +pn1 =Y (1) Fgy

k=2
n
0+ @no1 =3 (—1)*(=1)"Fe;
k=2
n
Pn—1 = Z(_l)n_kwk
k=2
|
Lema 1. Sea k,ne N, n > 1
2
Sin es par, por lo tanto Z Yo = Ppt1 — 1 (3)
k=1
n—1
2
Sin es impar, por lo tanto Z Vok+1 = Pnt1 — 1 (4)
k=1
Demostracion. Sean € N, n > 1, usando (1) y (2) tenemos que
n
Z Pk = Pnt2 — 2
k=2
n
D =D ok =na
k=2
y sumando tenemos que
n n
S e+ D> ()" For = pnia + pn1 — 2
k=2 k=2
sin es par y n > 1 tenemos que
n n %
Z Pk + Z(_l)n_k@k =2 P2k = Pn+1 + $n + Pn—1 — 2
k=2 k=2 k=1
3
2> o =2ppt1 — 2
k=1
3
Yok = Pnt1 — 1
k=1
y sin es impar y n > 1 tenemos que
n—1
n n 2
ZS% + Z(*l)niks% =2 Z P2k+1 = 2041 — 2
k=2 k=2 k=1
n—1
2
Z P2k+1 = Pnt1 — 1
k=1



Teorema 3. Sea k,n € N, n>1
n
Z Por = Pant1 — 1
k=1

Demostracion. Sea n € N, n par, usando (3) con m = § tenemos que

m
Z ok = Pam+y1 — 1
k=1

para todo m > 1.

Teorema 4. Sea k,ne N, n>1
n—1
Z Pakt1 = Pan — 1
k=1
Demostracion. Sea n € N, n impar, usando (4) con m — 1 = ”Tfl tenemos que

m—1
Z P2k+1 = P2m — 1
k=1

para todo m > 1.

Corolario 1. Sea k,n € N, n >0

n—1

Z P2k+1 = P2n

k=0

Demostracion. Sean € N, n >0
Sin =1 tenemos que

0
Z‘PQk-{-l =p1=pa2=1
k=0

Y si n > 1, usando (6) tenemos que

n—1
Z Pok41 = Pon — 1
k=1

n—1

<P1+Z<P2k+1 = — 1+ ¢
k=1

n—1
ZSO%H =, —1+1
k=0

n—1
g P2k+1 = P2n
k=0

para todo n > 1.

1.1.

Fibonacci sobre los naturales



1.2. Fibonacci sobre los negativos

1.2 Fibonacci sobre los negativos
Ahora bien usando la siguiente enumeracion
p1=1, w0 =0, p1=1 pao=-1 ¢ 3=2
podemos calcular ¢,, sobre los negativos y entonces podemos definir ¢,, sobre los enteros.
Definicién 2. Sean € Z,
@0 =0,

Y1 = 1a
On = Pn—1 + On—2

Ademaés podemos notar que si n es par entonces

P—n = —Pn
y si n es impar
P—n = Pn
Teorema 5. Sea k,n € N
Z ek =1+(1)""pn (8)
k=0

Demostracion. Sea n € N, entonces tenemos

y si sumamos desde 1 hasta n tenemos que

(—1)* o

Z‘P—k’ =

k=1

n

E
—

Y usando (2) tenemos que

para todo n > 1. ]



Lema 2. SeaneN, ke Z

n
Y ok =pare+ (1" ou

k=—n

Demostracion. Sea n € N
Sin =0, tenemos que

Y sin > 0, tenemos que

0
Zﬁpk:WO:Wz_(ﬁ—l
k=-0
=0=1-1

n n n
Z Pk :Z@—kJF‘POJFz‘Pk
k=1 k=1

k=—n

Usando (1) y (8) resulta que

Z@—k+0+290k
k=1 k=1

Yk + Z Pk
k=1

I
NE

x>
I

1

D ok =04 (=1)"" pn 1) + (Pns2 — 1)

k=—n

para todo n > 0.

Corolario 2. SeaneN, ke Z

= (_l)n_1<pn—1 + P42

n
Si n es par, por lo tanto Z Yk = 2¢p

k=—n

n
Sin es impar, por lo tanto Z Yk = 2(p41

Demostracion. Sea n € N
Si n es par y usando (9) tenemos que

n

k=—n

D ok =enra+ (1) ou

k=—n

= Pn42 = Pn—1 = Pnt1 + Pn — Pn—1
= Pnt1 T Pn—1 + Pn—2 — Pn-1 = Pnt1 + Pn—2
=@ntPn-1+Pn_2=Pn+ Py
= 2¢n

Y si n es impar y usando (9) tenemos que

n
Y er=ensz+ (1) pu

k=—n

= Pn+2 + Pn—1 = Pn+1 + On + Pn—1
= Pn+1 T Pnt1
- 2(pn+1

1.2. Fibonacci sobre los negativos



Corolario 3. Sean € N

_ Pnt2 — Pn-1
Pn = - 5
On+1 + Pn—2
Ty

Demostracion. Sean € N
Si n = 0 tenemos que

_ P2 P :901-1-9072

¥o D) 5

_1-1_1+4(-1)

0 2 2

Si m es par y usando (9) y (10) tenemos que

Pn+2 — Pn—1 = Q@n
Pn+2 — Pn—1

9 = ¥n

para todon € N
Entonces n — 1 es impar y usando (9) y (10) tenemos que

Pn+1 + Pn—2 = 29071
Pnt1 + Pn-2
n+ : n =0,

para todo n € N
Y si n es impar y usando (9) y (10) tenemos que

Pn+2 + Pn—-1 = 2Sé’n-i-l

Pny2 + Pn-1 _
= ¥n+1
2
para todo n € N, si hacemos n’=n+1, resulta que
Pn/+1 + P2
Pl 22 — o

para todo n € N.
Entonces n — 1 es par y usando (9) y (10) tenemos que

Pn+1 — Pn—2 = 2<Pn—1
Pnt+l — Pn—2 9
f - <)07L—1
para todo n € N, si hacemos n’=n-1, resulta que

Pn'+2 — Pn/—1

2 = 2(pn/

para todo n > 0.

1.2. Fibonacci sobre los negativos



2 Series de potencias

2.1 Funciones generadoras

Empezaremos primeramente por construir la suma finita de los ¢y alrededor de su serie de potencias, usaremos el
rango de x entre 0 y 1, y pediremos tnicamente que = # %‘/5 para que el denominador sea diferente de 0.

Teorema 6. Seak,neN,xeR,0<x<1’x7A%\/5

n n+2 n+l _
Zg@kxk . ;H'D”Hx r (14)
k=0 eitz—1

Demostracion. Sean e N,z e R, 0 <z <1,z # %\/5
Si n = 0 entonces

0
= 2+z—1
T —x
0: 1’0:7:
¥o 2 +x—1

Si n =1 entonces

1
pars 224+x—1

P 4a? -z <x2+x—1)

p— O fr— f—
T= P+ o1 2?2 +x—1 xx2—|—x—1

Y sin > 1, sea

F, = z”: <pkwk
k=0

entonces tenemos que

n

> erat ="« Fy(x) (15)
k=0
n—2 F,(z)—¢o Fn(x)

et - 2= =1 F(r) -2
Z Prior’ = = = ( )2 (16)
k=0 v * v

Y sabemos que

n
$”+1

ot an

k=0
con esto podemos fijarnos en la siguiente suma

Sp(x) = F(z) + 2F,(z) + 22F,(z) + - - - + 2" F,, () (18)

Sp(z)=(1+z+2*+ - +a") x F,(2)

n

S, (z) = (Zxk)Fn(x)

k=0

Usando (17) tenemos
1— gntl

) * F, () (19)

1—=x

10



2.1. Funciones generadoras

Ademas (18) se puede expresar de la siguiente forma con ayuda de (15)

Sn(x) =po + p1T + (prQ 4+ Qpnxn‘i‘
pox + 3011'2 + 902353 S (pnxn-i-l_*_

r+1

poz” + o184+ ax ™ - 4 o+

9001'” 4 (Pl-’L'”-H =+ (pgﬂ?n+2 et (Pn372n

S, (1‘) _ Z Z (pkxk-f-,-

r=0 k=0

Esta férmula también se puede escribir como

0% (S e)r L (Ee)

r=0 =0 r=1 i=r
n n—r n n r—1
S (S (S S
r=0 =0 r=1 =0 =0

Usando (1) tenemos que

Sn(z) = Z(@n—r—ﬂ = 12" "+ Z ((‘Pn+2 = 1) = (rs1 = 1))xn+r

0 r=1

= (SOT’—FQ - 1)1,7‘ + x" Z ((Pn+2 - SDT+1)5L'T
r=1

n—1
(proz = Da" +a" Y (ni2 = pryz)a"™!
r=0
n—1
(frea = 0a" 271 Y sz = raa)e”

r=0

\5
3 |l
o

<
o

3 |l

n

n—1 n—1
1
=D Prioz’ — E a’ 4"t (SDnJrz E z" — E 907“+25L'T)
r=0 r=0 r=0

r

I
o

y sustituyendo con (16) y (17) resulta que

F,(x)—

x B 1 — gntt
+ Pn12™ Tt + <pn+2x") -

S"(x):< 1—x

1—2" Fo(z) —= e
(o (75) - (PG )

T 2

22

igualando con (19) resulta lo siguiente

Fo(z) — = _— . 1—ant!
gt ennd" T e -

11—z F.(z) -z .
2 (ena(T=5) - (P )

si hacemos a = @41 , b = Ppi2, ¢ = @, v y = F,,(x) entonces tenemos que

(ﬂ)pﬂ(@ —

1—=z

- _ _ —x
1 el 1 n—1 n n—1 1 Al 1
— — <+ y=0bx" + ax -_— = —4
1—2z 2 1—2z T
b(1 — ™ 1
zn+1( ( )+**CLIL‘”71)
1—=x x

11



2.1. Funciones generadoras

1 /2% — "3 —r+a"t? —1+zx
o _1 n+1) — b n n—1
x2(71—$ +x y=0bx" +ax + 2(1—2)
anrl (.’E(b B b‘rn) +1—xz _ axnfl)
z(1—x)
1 <x2 —g" 14+t - z”+2) e far™ + (1 —b)a"t? -1
x? 1—x N x(1—x)
1 (bx — bzt 41—z —ax" + aa:"“)
x
z(1—x)
1 (;U"H(ar2 +ax—1)— (2 +2— 1)) (b= — g™t —az™ + 1
x? x—1 N x(x—1)
ntl (cx"Jrl +az™+ (1 -b)x — 1)
x
z(x —1)
1 ((31:”4'1 —)(2? +x— 1)) (@™t = 1) (ca™ +aa™ + (1 —b)z — 1)
x? x—1 v= z(zx —1)
(b—1)z" "2+ (1—b)z
x(x—1)
1 ((x’”l — 1) (2?42 - 1)) (@t =) (ca™ faa™ + (1 - bz — 1)
x? x—1 v= x(x—1)
(1 —b)(z" —1)
z(x —1)
1 ((x”“ — (2?2 + 2 — 1)) (@™t = 1) (ca™ + az™ - 1)
x? x—1 v x(x—1)
YaqueO<z<lyuz# _1'2"‘/5 podemos simplificar y resulta
? +r-1 n+1 n
(7) =cx +ax" -1
x
Restaurando las variables y,a,c tenemos que
JZ‘Z +x—1 n+1 n
Fu(@) () = pua™ + ™ — 1
n n €
Fn(aj‘) = <g0n‘]j +1 =+ Pn+1T — 1)m
1
Fn _ ( n n+2 n n+l )
(2) = (on2"™" + pny12 S P r—
Y finalmente podemos escribir
k @n$n+2 + @n-{-lxn_‘—l —r

n
Fo(x) = Z Pl =
k=0

22+ —1

para todo n > 1

12



2.1. Funciones generadoras

Corolario 4. Seak,neN,gceR,0<:U<1,:1c;«ré%‘/g

n n+2 n+1

+ —1
E <Pk+133k = Pnil? Pni2d (20)
k=0

22 4+x—1

Demostracion. Sean e N,z e R, 0 <z <1, x # *1;‘/5, usando (14) para n + 1 tenemos

n+1
> ppat = P12 + oz —x
wzk =
= ?24+x—1
n+1 2 1
> wkxk) 1 o122 + ppppa™t — 1
— 24+r—1
n+1
Z opatl = 12" + ozt — 1
" =
P 224+zx—1

Jrlil

Z Pk 1zF = P12 + o ioz”
= * 2?4+r-1
|

Queremos preguntarnos acerca de la suma infinita por lo cual revisaremos el siguiente limite (21) y llegaremos a
(22).

Teorema 7. SeanceN,zeR,0<x <1

lim ((pnx"H + 12" — 1) =1 (21)
n—oo
Demostracion. Sean e N,z e R, 0 <z <1

|(§0n$n+1 + Pnp1z" — 1) — (_1)| = "annJrl + ‘pn+1xn|

Ya que 0 < z < 1, podemos escribir z = i para alguna y # 0

1 1
<,0n1'n+1 + (pn+1x”| = (pTL(W) + <,0n+1(y7)

Sea e € R, € >0, a = p,4+1,b =y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

a _¢
b2
Despejando 4 tenemos que
2a et < b’

log(2a * €~ 1) < log(b°)
log(2a) — log(e) < (8) log(b)
log(2a) — log(e)

log(b) <0

con esta § y sabiendo que y > 0 tenemos que

Pn_ Pntl _ Pntl
~X
Yo+l Yo+l 0

<<
2

13



2.1. Funciones generadoras

con lo cual resulta que

Pn+1 €
< —

yo 2
©n €
yo+1 < 2

y sumando obtenemos

0 < ™™ 4,2 <e
n+1 +§0n+1mn < e
—e<pr" M d it —1+1<e

’(Spnmn+1 + (,DnJrlmn - 1) - (_1)‘ <e€

—€ < PpT

para todo n > ¢ |

Teorema 8. SeakeN,xeR,0<x<1,x5£%‘/g

> 5 T —x
;OQOW«" l—z—22 224z-1 (22)

Demostracion. Sean e N,z e R,0 <z <1,z # *1;‘/5, podemos usar (14)

n 2 1
Y ppat = Pn2" P + ppaa™t! —x
prt =
= ?4+zx—1

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i ¥ = lim (@nmn-%? + @np1z" T — CE)
P Pk n—00 22 +r—1

— 1 n+1 n __ T )
nlggo(@"x +pnpzt = 1) (,7:2 +z-1

y aplicando (21)

oo

g wkxk T
2

P ?+x—1

x
1—2—22

Nos preguntamos acerca del siguiente limite (23) ya que éste y el Teorema (24) nos permiten calcular cada ¢,, en
la Férmula de Binet (28).

Teorema 9. SeakEN,aceR,0<:v<1,ac;«fé%‘/g

1

oo
Z @k-i-lﬂ?k 1 _s_2 (23)
k=0

Demostracion. Sean e N,z e R, 0 <z <1, x # %‘/5, podemos usar (20)

n 2 1
Z‘Pk zF = G122 + Pppoa™t — 1
= * ?4+x—1

14



2.1. Funciones generadoras

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

%) n+2 n+1
ko Ont1T + Ont2® -1
§¢k+1x —nh_)n;o( 2?24+r—1 )
Jim (pn1a™ - oupa™ 1) ()
y aplicando (21) para n + 1
i‘ﬁk+1xk:_7l
2 _
P +x—1
_ L
Cl—x—2?
|
Teorema 10. Seak €N,z € R, 0 <2 <1,z # _1—5\/5’ Y= 1+2\£’ = 1_2\/3
k
_ ~ 24
kZ:OQOkJrlx 1/,*7—(1—1/):0 177'x) 24
Demostracion. Sea:cER,O<SC<1a957'£_IJQM/E’@/’:1+2\/g’7:1_2\/g
Sabemos que
Y7 =—1
por tanto
1
oo 1 (25)
1
oL 26
> (26)
y ademads
(@4 v)a+7)=a® ta—1 27
-1
R € ) R € R
d) T
- (L)
-7 x—i $—%
usando (25) y (26)
_ 1 <—1 —1)
CY—T\z+T T+
1 ( 1 1 )
T -T\z+y  z+T
1 ((x—i—T)—(fC-H/J))
Y—1\ (z+9)(z+71)
usando (27)
_ 1 < T—1 )
Y—T1\? +x—1
7'—1#( 1 )
Yp—T\x? +x—1
B -1
241
B 1
C1l—x— 22
|

15



2.1. Funciones generadoras

Teorema 11 (Férmula de Binet). Sean € N, ¢ = 1+2‘/5, T= 1_2‘/5

Demostracion. Sean € N
Sin=0

0=y = R
®o \/5 \/5
Sin>0,seam€R,0<m<1,x#%‘/g7sabemosque
D ak = (29)
k=0
Usando (29) con z = ¢z, tenemos que
> et =
= 1—yx
y si multiplicamos por ¥ tenemos
i YEHlgk = v
— 1—Yx
hacemos lo mismo para x = 7z y tenemos
oo
Z Pk T
P 1—72
hacemos la resta
(] Skl Y T
];(w )x 1-— z/Ja: 1—72
y dividimos entre ¢ — 7
i warl k+1) 7 1 ( 1)[) T )
P P — 1—vyz 1-712
Usando (24) tenemos que
(wk-&-l k+1
3OS
k=0
por tanto si hacemos k + 1 = k', obtenemos
o W =T @ =)
b-7 V5
para todo k' > 0. [

16



2.1. Funciones generadoras

Ahora construiremos la serie alternante (30) que nos servird para generar mas series (46), (47), (49) y (50). Aqui
el rango de =z va de —1 a 0 ya que estamos utilizando los teoremas anteriores y estamos realizando la siguiente

sustitucién = —x, ademds pedimos que x # 1’—2‘/5

Teorema 12. Sea k,n € N, z € R, 71<a:<0,x7é#

i(_l)k zF = (_1)7L‘Pn$n+2 + <_1)n+1@n+1$n+1 +
ok 22—z —1
k=0

Demostracién. Suponemos (14) para z = —z

Seak7neN,x€R,—1<x<0,gg7&%

zn:(—l)’ﬂpka:k _ (71)n+290nxn+2 + (*1)n+190n+1$n+1 +x
— 22—xz—1

k=0
(_l)n(pnxn-&-Z + (_1)n+1¢n+lxn+1 4+
2

N z?—x—1
para todon € N

Teorema 13. Sean e N,z €R, -1 <z <0

lim ((—1)"@,@"“ + (=D, + 1) =1
n—oo
Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <0

(1) pna™ 4+ (1) pppa” +1) = ()] = [(=1) ™ + (1) 12"
Ya que 0 < x < 1, podemos escribir z = % para alguna y # 0

1 1
|(_1)H‘ann+l =+ (_1)n+190n+1$n| = (_1)n§0nﬁ + (_1)n+190n+1y7

Sea e € R, € >0, a = pn4+1,b =y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

a _¢
b T2
ya que multiplicando por (-1) resulta
c._a
2 bo
y uniendo estas dos desigualdades tenemos que
€ a €
=< ()" <z
2 (=1) b 2
Entonces despejando § tenemos que
2a % el < b°

log(2a % ¢ 1) < log(b°)
log(2a) — log(e) < (9) log(b)
log(2a) — log(€)

ogt)  ~°

con esta ¢ y sabiendo que y > 0 tenemos que

€

€ n Pn n+1¥Pn+1 n+1Pn+1
< (71) +1_ 7 - (7 ) +1W < (71) Jrl7 < 5

B
y§+1

17



2.1. Funciones generadoras

y ademas

con lo cual resulta que

€

_S Ly Pntt  €
(-1t < g

€ TL()On €

_§<(_)y5+1<§

y sumando obtenemos

e < (D)™ (1) e < €
—e < (=1)"pz" T+ (=1)" Ty, " 1 -1<e
|((_1)n90n$n+1 + (_1)n+190n+1xn +1) - (1)| <e

para todo n > 9 [ |

Teorema 14. Sea k € N, z € R, 71<x<0,x7é%

> X
Z )Fiopa = 5.1 (32)

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <0,z # 1*2‘/5, podemos usar (30)

S tyiguet = ™24 (LD a4
<Pk 22—z —1

k=0

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i Ypra® = lim ((_1)”<Pnff”+2+(—1)"+190n+15”n+1+w)
prs n—00 2 —z—1
—_ 1 ( -1 n n n+1 -1 n+1 n n 1) xz
Jim {(=1)%ena"™ ™+ (-1)" N engaz” +1) 5 —

y aplicando (31)
x

22—z —1

Ya habfamos visto en (8) que la suma alternada generaba la suma de los negativos, aqui tenemos su versién en serie

de potencias (33), (34).

Teorema 15. Sea k,n € N, x € R, 71<x<0,x¢#

Xn: ¥ kxk — (_1)n+190n73n+2 + (_1)n90n+137n+1 -z

33
2 —z—1 (33)

Demostracion. Sean e N,z € R, -1 <2 <0, x # 1*2‘/5, podemos usar (30)

Zn: Vet (*Un%l’nﬁ + (=1)" o, 2"t 4o
k 2 —x—1

k=0

18



y multiplicando por (-1) obtenemos

2.1. Funciones generadoras

n n (*1)n+190nxn+2 + (*l)n@n+1xn+1 —
it = ()t - :
¢ —x—1
k=0 k=0
|
Teorema 16. Sea k € N, z € R, —1<x<0,m#ﬂ
T
34
Zso vt = e (34)
Demostracion. Sean € N,z € R, -1 <z <0, z # 153, podemos usar (33)
n N (_1)n+1@nxn+2 + (_1)n‘pn+1mn+1 —r
> kit = 2
4 —x—1
k=0
haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que
) —1)n+1 " n+2 —1)", n+l _
Z(ﬁ_kxk,&m (( )" onw 2+( )" Prs1 50)
n—o0o x4 —x—1
k=0
_ N _1\n+1 n+1 _1\n n __ £
= Jim ()" e+ () e 1) 5
R n n+1 n+1 n —Z
= Jim (=1 4+ ()" o +1) gy
y aplicando (31)
B —x
a2z —1
B x
14z — a2
|
Teorema 17. Sea k € N, z € R, —1<m<0,x#i
Zw (o) @ ! (35)
T 1tz-—a2
Demostracion. Sean € N,z € R, =1 <2 <0, z # 125 podemos usar (34)
Z 7 :
L ]
y podemos dividir entre x
> 1
k—1
> poxatTl= )
= l4+z—=x
> ot = s
—(k+1)t = )
= l+zx—=x
—0 —(k+1) 1 + T — x2
k=0
> 1
04> e = 7=
k=0
> ottt =
—(k+1)t = )
P l+z—=x
|

19



Teorema 18.

Demostracion.
Sabemos que

por tanto

y ademas

ot

Sea k e N, z € R, _1<x<07m751—2\/5,02—1-§\/5;1j:—1%f

i ok 1 ( o w )
k:OSD_(k'H) Co—v\l—0ox 1l-—uzx

Seax eR, —1<z<0,z# 1_2\/5,(7:_“2‘\/571):—1;\/5

oxv=-—1

2.1. Funciones generadoras

1 ( o v )7 1
c—v\l—ozx 1—vz/ o—-uv

Aqui tenemos la féormula para los ¢_,,.

Teorema 19. Secan €N, o0 = _142“/5, v= =15

Demostracion.
Sin=0

Sean €N




2.1. Funciones generadoras

1—

Sin>0,seazeR, —1<x<0,x# Sabemosque

oo
E ah =
k=0

Usando (41) con & = ox, tenemos que

ZJ 1—033

k=0

y si multiplicamos por ¢ tenemos

> o
}:Jk+1xk _
1—-o0x

hacemos lo mismo para x = vz y tenemos

hacemos la resta

y dividimos entre 0 — v

Usando (36) tenemos que

k=0

por tanto si hacemos k + 1 = k’, obtenemos

para todo k' > 0

Teorema 20. Sea k,n € N

Y DFr = ()" on + (<1)"pnt1 — 1
k=0

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <1,z # 1*2‘/5, podemos usar (30)

zn:(—l)kwka:k - (=) pnz"? + (=) ppa™t +
P x?2—z—1

y fijarnos en el limite cuando x tiende a 1

n

lim (2 (~1)¥erat) = lim ((—1)”%95%2 4 (—1) g, ! +x)

z—1 rz—1 LL’Q —z—1
k=0

Z(_l)k@k _ (=1)"pn + (__11)n+1<)0n+1 +1

= (=1)"on + (=1)"pns1 — 1
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2.1. Funciones generadoras

Teorema 21. Sean € N
Dok = (1) en + (=1 o 1 (43)
k=0

Demostracion. Sea n € N, podemos usar (42)

> (Do = (—1)" o + (—1) g1 — 1
k=0

y multiplicar por (-1)

Dok =2 ()" o = (=10 + (1) onga +1

k=0 0
|
Corolario 5 (Férmula de Medina). Sea n € N
(=1 ton—1 = (=1)"pn + (=1)" e (44)
Demostracion. Igualamos (8) con (43) [
Teorema 22. Sean € Z, ) = 1+2‘/5, T = 1*2‘/5, o= ﬁ—‘
oo = a( 0T (45)
Demostracion. Sean € Z
Sin > 0, podemos usar (28)
RO
! V5
y tenemos que a = 1y |n| = n, por tanto
In| _ |n|
o = a((aw/}) (a7) )
V5
para todon >0
Sin < 0, podemos usar (40)
N R e
! V5
on = (-
V5
y tenemos que o = —1 y |n| = —n, por tanto
In| _ ||
o = a((aw) (a7) )
V5
para todo n < 0. |
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2.2. Suma de los oy,

2.2 Suma de los 9

Ahora vamos a generar un proceso para la construccién de maés series, sumando y restando nuestra serie original
(14) con la serie alternante (32). De tal manera que sumando obtenemos (46) y (47), y restando obtenemos (49) y
(50).

Teorema 23. Sea kkneN, 2z €R, - 1<z <1, x# {1_—2‘/57%‘/5}

n

2 2 n+2 n
. 2k _ T (pn — P27 +1)
Sin es par, ,;_0 oz = A3 1 (46)
n—1
2 2 n+1 n—1
) ) _ — +1
Y sin es impar, 270: @Qkak _ X (@n 11'x4 - 3;027:1:1;7 ) (47)

Demostracion. Sean e Nz e R, -1 <z <1,z # {1*7\/5, 71%\/5}
Si n es par, podemos usar (14)

y sumar con (30)

i(—l)kwkm’“ = (=D pnz™*? 4+ (=1)" ppa™ ™ +

pors 22—xz—1
obtenemos
n n n+2 n+1
k k E_ $nZ + Pnr1T -
E x4+ E -1 " =
— Pk kzo( ) Pk .IQ +r— 1

(_1)n<pnmn+2 + (_1)n+1(pn+1xn+1 +
2

+

?—x—1

yva que n es par del lado izquierdo tenemos

|3

n

n n
oo+ (—DFprat =Y (14 (1) )prat =2 popa
k=0 k=0 k=0 k=0

entonces

S gt (208 ™ = e =)
2 (2+z—-1)(x2—2z—-1)
(=) "ppa" ™2 + (=1)" o, 12"t 4 2)(2? + 2 — 1)
(2+z—1)(22 -2 —1)

23



2.2. Suma de los oy,

2 <)02kx2k — (Sonxn+4 + S0n+1xn+3 o .’23

k=0

_(pn$71+3 _ @n+1xn+2 + 372

—pna"? — 2™t 4

_|_(_1)n<pnxn+4 4 (_1)n+1@n+1$n+3 _|_1,3

_’_(_1)n(pnmn+3 + (_1)n+1@n+lxn+2 + {L‘2

1
4 -1 n+1 $n+2 + -1 n l,nJrl —
( ) Pn ( ) Pn+1 )(x2+x—1)(x2—l‘—1)
%
2 ¢2kx2k — (Sanxn+4 + Sanlmn+3 . S0n+2xn+2 o s0n+1$n+1 + 2(E2

=

=0
+(_1)n<pnxn+4 + (_1)n+1¢n_1xn+3 + (_1)n+1<pn+2xn+2
1

+(=1)"png12" ) (z2+2—1)(a2—z—1)

2 ‘kax% = ([1 + (_1)n+1](_90nxn+4 + ‘pnflxn+3 + @n+2$n+2 - SDnJrlxn-H)
=0

=

1
(2 +z—-1)(x2 -2z —-1)

+2ppa 4 — 2 10" 2 4 22?)

ya que n es par, [1 + (=1)"T!] = 0, y obtenemos

2 i L2k — 200" — 205 92" 2 4 227
S T T @ e )@ 2 )

i popa?F = Pt — oz t2 4 2
pors (2+z—-1)(x2—z—-1)

i oozt = 22 (ppa" 2 — pnyoa™ +1)
pors 2k (2+z—1)(22—2z—1)

i oozt = 22 (a2 — ppoz™ + 1)
P 2 zt — 32241

Y si n es impar, podemos sumar (14) y (30) obtenemos

n n n+2 n+1

k ko k_ $PnT T+ Opp1T -
E T E -1 " =
— PRT k—O( ) n 2+r—1

(=D)"nz" "2 + (=1)" Mozt +x

+ 22—z —1
yva que n es impar del lado izquierdo tenemos
n—1
n n n 2
> orat £ (—DFgrat = (1 + (1) )prat =2 popa®®
k=0 k=0 k=0 k=0



2.2. Suma de los oy,

entonces

n—1
2

2) " o™ = (Pna™? + ppp1a™tt —z)(a® — 2 — 1)
2 (2+z—1)(22—2—1)
(=1)"ppa™ 2 + (=1)" Moy 12" + 2)(2? + 2z — 1)
(@2 4+z—1)(22—2z—1)

k=0

+

n—1
2
2k 4 3 3
2> poa®™ = (pna™ ™ + g™ —
k=0

_@n$n+3 _ @n+1$n+2 + :,CQ

7<Pn$n+2 o @n+11‘n+1 4

+(_1)n¢n$n+4 + <_1)n+190n+1xn+3 4 3?3
+(71)n@nxn+3 + (71)n+1¢n+1xn+2 +(E2

1

-1 n+1 n n+2 _ln n n+1l _
+( ) Pnd +( )Sp-i-lx x)(:vQ—l—x—l)(x?—x—l)

n—1
2
2k 4 3 2 1 2
2 " paa® = (0na™ ™ + 012" — on 02" — 12T 4 22
k=0

H(=1)" ™+ (=1)" T, 12" 4 (1), 02" T2
1
(@2 4+z—1)(22—2z—1)

+(*1)n90n+1xn+1)

n—1
2

2) oo™ = (14 (=1)")(enz™™ = on_12™ — 0 y22™? + 12"t
k=0

1
(2+z—-1)(22—2z—1)

20, 12" — 20, 12" 4+ 21’2)

ya que n es impar, [1 + (—1)"] = 0, y obtenemos

n

—1
2 22: (P2kq;2k — 20n—12"% — 205 112" 4 227
(2+z—-1)(22—2—1)

k=0
n—1

22: 22k — Pn12™t — pn gzt 4 2
P P2k (2+z—-1)(22—2z—1)

n—1
2z

2k _ 552(9071*15”“-’_1 - ‘Pn+1xn_1 +1)

x
=7 @ +z- 1)@ -z 1)
n—1

- 22k — 2 (pp-12" — ppp1a" "t 4 1)
prs P2k xt — 32241

|
Aqui tenemos una férmula para expresar el caso par y el caso impar, utilizando el piso de n sobre dos.
Corolario 6. Sea k,ne N,z e R, -1 <ax <1, z# {1_2—‘/5, %\/g}
n _\n _qyn+1
.- 22k = IQ([1+(2 DL (02742 — g ga™) + BN 21) L(ppo1a™ — ppi1z ) + 1) (48)
P P2k %t — 322 +1
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2.2. Suma de los oy,

Demostracion. Sean €N,z € R, -1 <z <1, 2 # {1_7‘/5, %‘/5}
Si n es par, podemos usar (46)

i popa = 2 (™2 — pnipa™ +1)
= t — 312 +1

[+(=D"] [1+(=1)

n+1
ya que n es par tenemos que % = | 2|, S5 =1,y f] =0, con lo cual obtenemos

,7
[NE
[

S
V]
>
8
N
ES

~
Il

'7
|3
— o

AS)
[V
>
8
[ )
ES

£
I

,7
[NE
L o

sﬂ%ﬂczk

x>
[}

(G (0,02 — pnyaa”) +1)
zt =322 +1

22 (B (0,042 — ouyaa™) £ 04 1)
x4 =322 +1

_1)" _q1)n+1
$2([1+(2 D (ppa™t? — ppy0zm) + B 21) Hpp_12"*! — @y 12m1) 4+ 1)
zt =322 41

Y si n es impar, podemos usar (47)

n—1
22: <,02k$2k _ 332(90n—1l'n+1 - @n+1$n_1 +1)
= xt =322 41

_1\n _q\yn+1
ya que n es impar tenemos que "T_l = L%J, w =0,y [1+(271)] =1, con lo cual obtenemos

ﬁ
NE
[

AS)
[V
B
S
[\~
>

S
I

,7
w3
L o

S
v}
>
8
no
ES

~
Il

ﬁ
f3
— o

AS)
(V)
>
S
[\~
>

=~
I
=

Teorema 24. Sea k,n

Demostracion. Sean €

_ n+1
xz([1+( 21) ](Qﬁn—liﬂnH o (pn_‘_lznfl) +1)
x4 —322 +1

qyn+1
x2([1+( 21) ](‘Pnflxm_l - Qanrlwn_l) +0+1)
o 4 — 322 +1

_1\ynt+1 _1\n
xQ([H( 21) ](<pn_1xn+1 _ @nﬂan) + [1+(2 1) ](<pnx"+2 — Pngoz™) + 1)
4t — 322 +1

|

EN,z€R, —l <z <1,z {158 =155

n-1 3 2

2 n+ n+1
) ) a4l _ T(on@" T — @iz —a® +1) 4

Sin es impar, ; P2k+1T = 4 —3x2 41 (49)

n—2

2 n+2 n 2

‘ okl _ T(pn—12 ~ Pnpr2” — 2" +1)

Y sin es par, Z P2k+1T = x4 —3x2 41 (50)

k=0

N,xER,—1<x<l,x7é{1_T‘/g,%\/5}

Sin es impar, podemos usar (14)

+1 _ o

2": k _ (pnxn+2 + Pnp12"”
PR = 2+x—1
k=0
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y restar con (30)

St = " U ) e

— 22—z —1
obtenemos
n n n+2 n+1 _
Z ort® — 3 (—1)kgpat = 2t —2|—<pn+1x z
k=0 k=0 ¢tz -1
B (_1)n(pnmn+2 + (_1)n+1@n+1xn+l +x
22 —z—1

ya que n es impar del lado izquierdo tenemos

n—1
n

n n N
D orat =Y (—DForat =D (14 (1) et =2 ppp a2
k=0 k=0 k=0 k=0
entonces
n—1
2 ZZ: P2k 1g;2k+1 — (‘Pszn+2 + Wn+1$n+1 - LE)(122 — T — 1)
* (2+z—-1)(22—2z—1)
_ (=1)"@pa™t? + (=1)"p, 12"t + 2)(a® + 2 — 1)
(2+z—-1)(ax2—z—-1)

k=0

n—1

2
2k+1 4 3 3
2) " para® T = (g™ + a2t
k=0
_Spnanrg o <Pn+1$n+2 + £U2

2 1
2 opz"

—nx"
+(_1)n+1(pnxn+4 =+ (_1)n(pn+1mn+3 _ 1‘3
+(71)n+1¢n$n+3 + (—1)”<pn+1x”+2 o 932
1

2.2. Suma de los oy,

_1nnn+2 -1 n+1 n n+1
D ona™ 4 () pnaa™ - 0) e e

n—1

—1)

2
241 4 3 2 1 3
ZE Gop 17T = (0™t + 12" — 0™ — o™ - 2205 4 22

k=0
+(—1)n+1§0nl‘n+4 4 (_1>n(pn71mn+3 4 (_1)n(pn+2xn+2

1
n+1 n+1
+(_1) Pn4+1T ) (372 +x— 1)(.%‘2 —r— 1)

n—1

2
2) " parna™ = (L4 (1)) (—pna™ ™ + on12™ " + pn 02" — g 1™t

k=0
1

2nn+4_2n n+2_23 2
+2pnpx Ontal x+x)(x2—|—x—1)(x2—x—1)
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ya que n es impar, [1 + (—1)"] = 0, y obtenemos

n—1
2 i o122kt 20n @™ — 20, ox™ T2 — 223 + 21
(2+z—-1)(22—2z—1)

b

(=)

—1
2

3

oki1 _ Pnt™ T — o pa™tE —ad 4o
(22 4+2—1)(22—2—-1)

P2k+1T

3
i f

T k+1 — x(§07ll‘n+3 - QO'rL-‘,-QZ‘nJrl — 1‘2 + 1)
P2k+1 (xz Fr— 1)(%2 —z—1)

M-

3
= o

i Doy 2F T = 2(ppa"™*? — pnyoa™ —a? +1)
i - 322 +1

k=0

Y si n es par, podemos restar (14) y (30) obtenemos

n

n n+2 n+1

k k k ©nT + Pn+1T — X
E _ E -1 -
k=0 o kzo( Jowr 2 +x—1

(_1)n<pnmn+2 + (_1)n+1¢n+1xn+1 +

R A |
yva que n es par del lado izquierdo tenemos
n—2
n n n 2
Z pra’ — Z(*l)kaT/k = Z(l + (*l)kH)SOka =2 Z Qo1
k=0 k=0 k=0 k=0

entonces
n—2
2
2 E YopprxF Tl = (a2 2 + ppi1a™ ! —2)(a? — 2 — 1)
+ (2+z—-1)(x2—2z—-1)

k=0
(=D ona™ P+ (1) o™t fa)(a® + 2 - 1)
(22 +2x—1)(x2—2—1)
n—2
2
k=0

_(pnxn—&-?) _ @n+1$n+2 + $2
7(pn$n+2 o (Pn+lzn+1 4
1) ™ (<1) g a0 —

+(_1)n+1¢nxn+3 + (_1)n@n+1xn+2 o {E2
1

2.2. Suma de los oy,

) ena™ T 4 () e )
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2.2. Suma de los oy,

n—2
2
2k+1 __ 4 +3 +2 +1 3
2)  por1 @™ = (ppa" M 12" — o 0a™ T — g™ - 227 4 22
k=0

n—2

+(=D)" 2™ 4 (=112 4 (1) "0z T2

+(_1)n+1§0n+

1T

n+1)

1

(2 +z—1)(22—z—1)

2
2 a1z = (L4 (=) (pna™ — 012" — 022" + n izt

k=0

420 12" — 20, 12" T — 223 + 2)

ya que n es par, [1 + (=1)"!] = 0, y obtenemos

2
2k+1
2§ opp1z2 "t =

n—2

k=0

n—2
2
2k+1
E P2k+1T
k=0

n—2

5
2k+1
Z¢2k+1x *

k=0

n—2

2
2k+1
E P2k4+1T =

k=0

1

205123 — 20, 12T — 223 + 22

(z24+x—1)(a2—2—1)

(pn_lxn+3 _ <Pn+1$n+1 _ .133 +x

(22 +z—1)(22—2z—1)

z(pn12"? — pp 2" — 2?4 1)

(2+z—-1)(22—2z—1)

m(cpn,lzr”

+2

— pupia” —a® 4 1)

4 — 322 +1

Corolario 7. Sea k,neN,zeR, -1 <ax <1, z# {1_2—‘/5, %‘/‘?’}

|

_1\n+1
[1+( 21) }(<Pn93n+3 _ <Pn+2$n+1) + - (@n—lanrQ — Qny12") — z2 + 1)

[+(=D"]

(22 +z—1)(22—z—1)

]

a(
> porna =
k=0

4 — 322 +1

Demostracion. SeaneN,zeR, -1 <z <1,z # {1_7\/5, %‘/5}
Si n es impar, podemos usar (49)

k=0
ya que n es impar tenemos que "T_l = {
| %] (=)™
oD

|

I

2k+1
g P2k4+1T +
k=0

7L71J
2

2k+1
E P2k+1T
k=0

n;lJ

2k+1
g P2k4+1T +
k=0

n—1

Z Qo1 =

n—1

2

(a3 — oozl — 22 4+ 1)

1+(—-1)"
|, et gy

4 — 322 +1

)

(£n2" 3 — pnpoa™ ) — 2% +1)

zd — 322 +1

A+(=D" ] _
2

1)+t
CL’( [1+( 21) ](¢n$n+3 _ (Pn+21'n+1) +0— 5U2 4 1)

a(

[+ (=D)"*+]

2

(onx

x4 — 322 +1

n+3

— Pn42T

nt1y 4 LD

Pn—1T

n+2

1, con lo cual obtenemos

- @n-&-lxn) — 2+ 1)
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2.2. Suma de los oy,

Y si n es par, podemos usar (50)

n—2

x(@nflxn+2 — Pnp12” — z® + 1)

2k+1 _
Z P2k+1T 302 11
ya que n es par tenemos que "7_2 = L"T_lJ, w =1y LQI)RH] = 0, con lo cual obtenemos
2] B0t 21
Z Do 1x2k+1 _ 33( 2 (Sﬁn—lx — Pnt1T )—x + )
* - 1_9.2
k=0 =322 +1
I—@J L (1} . .
22: LR (D (o, 242 — o a) +0 — 22 + 1)
pard PR xt =322 +1

n-t _1\n _q\n+1
[==*] LD () ant2 gy 4 IEED™ by oty g2 )

a(

2k+1 _ 2 2

E 2h+17 =

k_ow * xt —322 +1

Teorema 25. Seane N, z€eR, -1 <zx <1

lim (gon,lxnﬂ — Q1" 4 1) =1

n—oo

lim (gonx"+2 — Ppaox” + 1) =1

n—oo

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <0

+

[(Prota™ = praa™ 4 1) = (D] = [pn1a™ = prpaa™|

Ya que 0 < x < 1, podemos escribir z = % para alguna y # 0

1 1

n+1 n—1| __
|80n—1I — Pn+1T | = Sﬁn—lﬁ — Pnt+1

yn—l

Sea e € R, € >0, a = p,t1,b =y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

Despejando § tenemos que
2a % e ! < b1
log(2a % e~ 1) < log(b°~1)
log(2a) — log(e) < (6 — 1) log(b)
log(2a) — log(e)
log(b)

con esta § y sabiendo que y > 0 tenemos que

+1<6

€ _ Pn- $n Prtl _ Pntl _ Pntl _ €
TR S e S S ST S a1 )
y ademas tenemos
€ @nfl @n @n+1 @n+1 @n+1 €
—— < - < - < - < — < - < =
2 y6+1 y6+1 y6+1 yé yé—l 2
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2.2. Suma de los oy,

con lo cual resulta

—e < —@p_12" F T <€
—e < 1"t — 2" 1 -1 <€
[(enr12™ ' — 1™ +1) = (1)] <e

para todo n > §, entonces
Jgga(¢n—1$"+1‘*¢n+1$n71*’1)::1

y haciendo n = n/ + 1, tenemos

lim (%,x"'” ez 4 1) -1

n—oo
[
Teorema 26. Seane N,z eR, -1 <z <1
lim (gon,lgzc"'*'2 — ppy12" — z? + 1) =1—2z2 (54)
n—oo
lim (gonx"“’ — QOpyox™ Tt — 2?4 1) =1—2° (55)
n— o0

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <0
[(pn—12™? — ppp1a” + —2® +1) = (1 = 2?)| = [pp_12"*? — pppaa”
Ya que 0 < x < 1, podemos escribir z = % para alguna y # 0

2 e = S
Pn+1 = |Pn—-1 yn+2 Pn+1 yn

lon—12"™"

Seae € R, e >0, a=pnr1,b =1y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

o ¢
B "2
Despejando § tenemos que
2ax et < b

log(2a * €~ 1) < log(b°)
log(2a) — log(e) < (8) log(b)
log(2a) — log(e)

log(b) <

con esta § y sabiendo que y > 0 tenemos que

_E o Pn1 Pn Prtl _ Pl  Pntl €
X ~
2 yt2 S g0t2 T o2 o+l Y0 2
y ademas tenemos
€ $n—1 ¥$n Pn+1 Pn+l Pntl €
_§<_y5+2 Soy0t2 T gtz et <= y0 <§
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con lo cual resulta

T2 e <e

—e< (Pn—lxn
—e< (pn12" — gt —2? +1) - (1 —2%) <e

|(<pn—1xn+2 - <Pn+1$n - .132 + 1) - (1 - $2)| <€

para todo n > §, entonces

lim (cpn,lx"“ — Qpp1x" — 2 + 1) =1-— 22

n—oo

y haciendo n = n/ + 1, tenemos

lim ((pn/xn/-l-?) o @n’+2$n/+1 o £C2 + 1) =1 x2
n—oo
: 1-v5 —1+V5
Corolario 8. Sea k c N, z € R, -1 <z <1, 2 # {52, =}
2

T

2k

Z P2kT 4 2
Py x 3r°+1

Demostracion. Seane N,z e R, -1 <z <1,z # {1_7\/5, %\/5}
Si n es par entonces podemos usar (46)

NE

ok T2(pna" % — ppioa™ +1)

okt = 1_3.2
P T 3x2 41

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i orz®F = lim (332(%133”:2 — Png2z” + 1))
pors n—oo xt—3x2+1
22
= Jim (ona™ = pniae” +1) gy
y aplicando (53)
22
T 322t 1

Y si n es impar entonces podemos usar (47)

n—1
Syt = Flona™ s 1)
= xt =322 41

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

> 2 n+l _ n—1 1
> e = lim (2 (pnoa@™ — Puiaa™” + ))
k=0

n—0o0 zt =322 +1

I2

= lim (cpn_la:’”l — Q1" 1)

n—oo
y aplicando (52)

2

4 — 322 +1

32
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2.2. Suma de los oy,

Corolario 9. Sea ke N,z eR, —1<z <1,z # {1%/57 7_1;\/5}

oo 2

2k+1 _ z(l—z7) 57

PIICINEE: 2 32211 (57)
k=0

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <z <1,z # {1*7‘/5, *1%\/5}

Sin es impar entonces podemos usar (49)

n—1
22: P2k 1x2k+1 — ‘T(@nanrg — ‘Pn-&-2xn+1 -z + 1)
+ 4 — 322 +1

k=0

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i 902k+1z2k+1 = lim (x((p"xn+3 - 90n+2xn+1 —a’ 4 1))

= n—00 - 322 +1
_ +3 +1_ 2 x
= nh—>Holo (‘ann — Ppg2x" T — 2"+ 1) m
y aplicando (55)
z(1 — 2?)
ot 3241
Y si n es par entonces podemos usar (50)
n—2
22: S 5‘3(‘»011—15U7Hr2 — Pnp12" — a? + 1)
Pkt x4 — 312 +1
k=0
haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que
0o n+2 n __ .2 1
3 orsra? ! = lim (m(w’“lx T ))
n— oo 4 —3r° +1
k=0
- T +2 2 z
= nlgr;o (‘Pn—lxn — P12 — 27+ 1) m
y aplicando (54)
(1 —2?)
ot 32241
|
Aqui tenemos que para obtener (—1)* tenemos que realizar la siguiente sustitucién z = iz, donde i = /—1 € C.
Teorema 27. Sea k,ne N,z eR, -1<zx<1l,i=+/-1€C
Fl CEQ(in((p .Z‘n+2 +<P an) _ 1)
Sin es par —1)Fpgpat = = nt 58
par, k:()( ) P2k 24+ 322 + 1 ( )
n—1
2 2(;,n—1 n+1 n—1) _ 1
Y sin es impar, Z(_l)k902k$2k _Z (¢ (Son—ll' + Pn1T ) ) (59)

x4+ 322 +1

E
[}

Demostracion. Sean € Nz € R, —1 <x <1,i=+—1€C, sin es par, podemos usar (46)

w3

ok _ 2 (onx" 2 — op o™ +1)

P P2rT = 4 — 322 +1
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2.2. Suma de los oy,

haciendo = = iz, y sabiendo que i = —1, i* = 1, tenemos

3

2k 2k _ 222 (ni" 22" — o oi"a™ + 1)

i izt — %327 1 1
i (—1)Fz? = —22(—pnt"a" 2 — pnipi"a" +1)
= F2k zt 4322 +1

n

2

Z(_l)k@le'Qk = l'Q(in((pnan,-Q —|— ()On+2xn) _ 1)
x4+ 322 +1

k=0

Y si n es impar, podemos usar (47)

n—1

22: (kaka _ $2(‘Pn—1xn+1 - @n+1$n71 +1)

= zt =322 +1
haciendo = = iz, y sabiendo que i = —1, i* = 1, tenemos

n—
2

1
Z ooniZk a2k P2a? (pp_1d" Tt — g it 1)
2k = . B
4t — 2322 + 1

k=0

D (1)t = —2?(—pp i 2" — it T2 4+ 1)
P2k g

i(fl)ks@kx% 22((" N op_12" T + o2 — 1)
x4 4322 +1

[
Teorema 28. Sea k,ne N,z eR, -1<zx<1l,i=+/-1€C
n—1
2 ‘n—1 n+3 n+1 2 1
Sin es impar, ’;J(_l)ks02k+1x2k+l _ 37(7/ (4,0”.1’ 1_4—:(5;;1%1 >+$ + ) (60)
L —2
2 n—2 n+2 n 2
; k 2k+1 _ x(i (Pn—1z + ppr1z™) + 2% + 1)
Y sin es par, I;J(—l) VoK1 = 322 4 1 (61)

Demostracion. Seane N,z e R, -1 <z <1l,i=+/—-1€C
Si n es impar, podemos usar (49)

n—
2

>

x(<pnmn+3 _ (Pn+2$n+1 _ 1.2 + 1)

1
2k+1
P2k4+1T =

— x4 — 322 +1
n—1
2 3 1 2
opr12°F = a3 — o ox™t — 2% 4+ 1
prd + 4 —322 +1
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haciendo = = iz, y sabiendo que i = —1, i* = 1, tenemos
n—1
i o2k = Pnd Y — i Tt — i 1
o 2t 1dpt — 42322 + 1
n—1
22: (—1)ka?* = R A T A A s
o Fa x4 4322 +1
n—1 .
22: (—1)ka?r = L R Y L
— P2k+1 = 132 11
n—1
22: (_l)kak _ in_l(@n$n+3 + @n+2$n+1) +22+1
2 P2k+1 1302 11
n—1
i(_l)k(p L2+ z(i" a3 + pppoz™ ™) + 22 4+ 1)
o 2 x4 4322 +1

Y si n es par, podemos usar (50)

n—2
i: Posg 2L = z(pn_12"? — pp 2" — 2?4 1)
+ 4 — 322 +1

k=0

n—2
2 2 2
E op 122K = On—12"2 — pppa™ —a® 41
N -
k=0

x4 — 312 +1
haciendo = = iz, y sabiendo que i = —1, i* = 1, tenemos
n—2
2 ; i2k$2k @n—lin+2xn+2 _ Wn-i—linlm _ i21‘2 +1
E 2k+1 = - -
= + 1dpt — 2322 + 1

n—2

2 -n ,.n+2 ‘NN 2
—p— — +z°+1

Z B O e Pnt1t T

k=0 P (U7 x4 322 4 1

n-2
22: (—1)Fa?* = 10" 22" 4 i P 2 41
k=0 i 4+ 322 +1
n—2
2 Popp1 (—1)Fa = "2 (12" + opyaa”) + 2% + 1
k=0 o zt+ 322 +1
n—2
i(_l)k . z(i" 2 (pp_12"2 + ppp12™) + 22 + 1)
kio P2k+1 e

|
Teorema 29. Seane N, zeR, -1<zx<1l,i=+/-1€C
lim (i”_l(gan,lxnﬂ + Pny1" ) — 1) =-1 (62)
n—oo
lim (z’"(<,0n$"Jr2 + Qpyox™) — 1) =-1 (63)
n—oo
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2.2. Suma de los oy,

Demostracion. Seane N,z e R, -1 <z <1l,i=+/-1€C
| Hpn12" + oppra™™h) = 1) = (=1)| = [("H(pn12™ + pppaa™ )|
Ya que 0 < x < 1, podemos escribir z = i para alguna y # 0

1 1

n—1 -n—1
|i" " (<Pn—1W +<Pn+1yni_1)

" pn—12" T + o™ =i

Sea e € R, € >0, a = pn4+1,b =y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

Despejando § tenemos que

2axe L < b0l
log(2a % e~ 1) < log(°~1)
log(2a) — log(e) < (6 — 1) log(b)
log(2a) — log(e)
log(b)

con esta § y sabiendo que y > 0 tenemos que

+1<4é

Pn—1 Pn < Pn+1 P41 Pn41

0< <
y6+1 = y6+1 = y5+1 y5 y571

<<
2

con lo cual resulta
0< (pn_lxn-&-l +§0n+1mn_1 <€

—e < Ppz" T F ol <€

On-12" T + T <€

para toda n > d por tanto

lim (cpn,lx"H + <pn+1x”_1) =0

n—oo

y si multiplicamos por ¢ tenemos

lim (i(cpn_lxnﬂ + gam_lx”*l)) =0

n— oo

es decir que para todo €; existe una d; tal que para todo n > §; se cumple con lo siguiente

|i(n—12""" + opp12" )| < @

lil |(on—12""" + pny12" )| < @

de la misma manera si dividimos el limite por ¢ obtenemos

n+1 n—1
lim ((@nflx "."Pn+1x )) —0

n—00 7

es decir que para todo €5 existe una Jo tal que para todo n > d5 se cumple con lo siguiente

< €9

‘ ((pn_lx"+1 + ‘:0n+117n71)
)

1 _
’z' [(pn12™ + o2 Y| < e

36



2.2. Suma de los oy,

y sabiendo que |i”*1| = {%, 1,1}, sea e3 = max{e, €1, €2}, y sea 5 = max{J, d1,02} tenemos que

" [(nm12™ ! + oz )| < e

-n—1 n+1

[i" 12" + op12™ )| < €3

para toda n > d3, por tanto

lim (infl(sﬁn_lﬁmﬂ + <pn+1x"*1)> =0

n—oo

con lo cual

lim (i"_l(gon,lx’”l + cpnﬂx"_l) — 1) =-1

n—oo

y haciendo n = n + 1, obtenemos

lim (z’"(<,0nx"Jr2 + Onioz™) — 1) =_1

n—oo
|
Teorema 30. Seane N, zeR, -1<zx<1l,i=+/-1€C
lim (i"—Z(@n,lx"” + oppra®) + 22 + 1) = 1422 (64)
n—o0
lim (i"‘l(gonxmrg + Onpox™ ™) 4+ 2% + 1) =142 (65)
n—r oo

Demostracion. Seane N,z €eR, -1 <z <1l,i=+/—-1€C
|(in72((pn_1mn+2 4 ‘Pn-‘,—lmn) 4 1‘2 4 1) _ (1 + I2)| _ }Z-n72(<pn_1xn+2 4 <,0n+1$n)|
Ya que 0 < z < 1, podemos escribir z = % para alguna y # 0

o o 1
|in—? " 2(@"*1W+¢”+1y7)

i (L,anll'n-i_Q

+ Son+1xn>‘ =

Sea e € R, € >0, a = pn41,b =y entonces queremos encontrar a partir de cual § se cumple lo siguiente

a _¢
B "2
Despejando § tenemos que
2axe b < b

log(2a * e~ 1) < log(b°)
log(2a) — log(e) < (9) log(b)
log(2a) — log(e) -5

log(b)
con esta § y sabiendo que y > 0 tenemos que
Pn—1 Pn Pn+1 Pn+1 Pn+1 €
0< < < =
Y02 T yot2 S at2 yo+1 Yo 2

con lo cual resulta

"2y at <€

0< Pn—1
n—+2 n
—€ < Pp-_1T + Pnr1x <€

2
On_12" 2+ pp 12| <€
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2.2. Suma de los oy,

para toda n > § por tanto

lim ((pn_lxn+2 + <pn+1x") =0

n—roo

y si multiplicamos por ¢ tenemos

i (i + s =0

n— oo

es decir que para todo €; existe una d; tal que para todo n > §; se cumple con lo siguiente

|i(<,0n_1.73n+2 + <pn+1xn)| < €1
il | (Pn—12""? + ppp13™)| < @

de la misma manera si dividimos el limite por ¢ obtenemos

n-+2 n
lim ((‘p’“lm + Pni1® )) —0

n—00 7

es decir que para todo € existe una ds tal que para todo n > d2 se cumple con lo siguiente

n+2 n
’(sonlx .+ P41 )‘ <o
1

1
‘z‘ (12" + ppp1a”)| < e

y sabiendo que |i"‘2‘ ={1,1i}, sea e3 = max{e, €1, €2}, y sea I3 = maz{4, 51,52} tenemos que

L)
|i"72| [(Pn—12™? + ppiaa™)| < e

‘in_Q(wnflan + on12”)| < €3

para toda n > d3, por tanto

lim (i”*2(<pn,1x”+2 + <pn+1x”)) =0

n—oo

con lo cual
lim (i”‘Q(apn,lx"H + Onp1z™) + %+ 1) =1+ 22

n—00

y haciendo n = n + 1, obtenemos

lim (i"_1(<pnx”+3 + Onpox™ ) + 2% + 1) =1+2°

n—oo
[
Corolario 10. Sea ke N,z e R, -1 <zx <1
o0 2
—x
= 66
162:;) Rl Tt 3a2 11 (66)

Demostracion. Sean e N,z e R, -1 <x <1
Si n es par, podemos usar (58)

w3

s T (o™ 4 pupaa) — 1)
x4+ 322 +1

(—1) koo
k=0
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2.2. Suma de los oy,

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

s 2(:n n+2 ny _ 1
Z oz = lim (a: (" (pna" ™" + Pn422") ))

k=0 n—00 xt 4+ 322 +1
+2 i
IRT n n ny _ v
= Jim (7" (one" o pngan) — 1) Sy

y aplicando (63)
Coat+ 322+ 1
Y si n es impar, podemos usar (59)

i(_l)kSDQkZCQk = $2(2‘n—1((pn71xn+1 + (Pn+1.'L‘n_1) . 1)
zt+ 322 +1

=

[}

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i Veporz®® = lim (mQ(inil(Sﬁﬂ_lan Pnpa" ) - 1))
prd n—oo x4+ 322 +1
2
. . _ T
= (’n Hpno1a™ e = 1> 302 11
y aplicando (62)
oot 432241
[
Corolario 11. Sea ke N,z e R, -1 <z <1
o0 2
2k+1 _ z(z® +1) 67
kz_;) “orni ot 322 + 1 (67)
Demostracion. Sean € N,z € R, -1 <z <1
Si n es impar, podemos usar (60)
n—1
i(—l)ksﬂzk L. ("L (™3 + @0z ) 4 22 + 1)
— * x4 4322 + 1

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

i(_l)k<p2k+1$2k+l = lim <x(in71(<ﬂn$”+3 F oppor™) +a? + 1))

Pt — x4+ 3x° +1
. T n—1 n+3 n+1 2 z
= Jim ("7 0™ 4 ™) +0 +1) ey

y aplicando (65)

B x(2x? +1)
oot 432241

Y si n es par, podemos usar (61)

n—2
2

jn—2 n+2 n 2
Z(_l)kSDZka%H I Gl (I Pt ppia”) a4+ 1)
x4+ 32241

k=0
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2.3. Suma de los @4,

haciendo el limite cuando n tiende a oo tenemos que

oo

Z(_l)k@% 1228 = lim (x(inﬂ(wn—lxnﬂ + ony12™) + 2% + 1))
P o+ n—00 1.4_’_3:1:2_’_1
= li 2 +2 2 T
= Jim (" nmaa™ 2 pria”) 40t 4 1) Sy

y aplicando (64)
B x(x? +1)
S oat 4322+ 1

2.3 Suma de los @y

Ahora vamos a repetir nuestra construccién para la suma de los ¢4, obtendremos cuatro series (68), (70), (72) y
(74).

Teorema 31. Sea kknmeN, zx eR, -1 <z <1, x# {%@,%ﬁ}

x4(§0n$n+4 — Pnpar” + 3)

%
Sin=4m, Z ga4kac4k =

pars 8 —Taxt +1 (68)
> 3zt
4k
_ 69
kZ:OS%kx a8 —Txt+1 (69)

Demostracion. Sean,meN,z eR, -1 <z <1,z # {#, %‘/5},
i=+/—-1€C

Ya que n = 4m, podemos usar (46)

w3

oozt = (a2 — ppppa™ 4 1)

1_ 3.2
P z*t —3x° +1
y sumar con (58)
S (_1)k 22k — x2(in(¢nmn+2 + (pn+2xn) - 1)
P2k x4 +322+1
k=0
obtenemos
B B 2 42 n
T (pnx — P2z +1
par™ + ) (1) papa® = (on 1 2n+ )
z*t —3x% +1
k=0 k=0
+$2(in(@nxn+2 + Pni22") — 1)
x4+ 322 +1
yva que n = 4m del lado izquierdo tenemos
B B B 1
e+ (=D o™ =D (14 (1) )paa® =2  pupa®®
k=0 k=0 k=0 k=0
y ademds i" = 4™ = i*"" = 1™ = 1 entonces

w3

9 A 2 (onx™? — pppox” +1)(x 4+ 32% + 1)
P4k = (x4 — 322 + 1)($4 4322 + 1)

22(0nx™ 2 + pp0z™ — 1)(z* — 322 4+ 1)
(% =322 + 1)(z* + 322 4+ 1)

+
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2.3. Suma de los @4,

w3

4k 6 4 4
2y ™ = (a0 — ppioa" ™ + 1
k=0

+3(Pn$n+4 _ 3<pn+2xn+2 + 31‘2

+§0nxn+2 _ SDnJern + 1

a0 + o 0T — 2t

—30nx™ ™ — 3pnq0x™ T + 322
22

(% =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)

+90n17n+2 + Pnyoz" — 1)

- s T2(20n2" 0 — 60n 102" + 20,22 4 62%)
(% =322 + 1)(z* + 322 4+ 1)

n xQ(@n$n+6 _ 3<pn+2xn+2 + Cpnl'n+2 + 31.2)
(% =322 + 1)(z* + 322 4+ 1)

22 (@na™t — gz ? + 302)
(% =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)
2t (pna™ ™ = pnyaz™ +3)
a8 =Tzt +1

Teorema 32. Sea k,nmeN, z eR, - 1<z <1, x# {#,%‘@}

n—2
4 n+6 n+2 4
. x — Pp+aT +x*+1
Sin=dm+2, 4k Pn
n m + kz_0<p4k+2m O
i P4k 2x4k = 7x4 1
— * 8 =Tt +1

Demostracion. Sean,m eN, x e R, -1 <z <1,z # {1*7‘/5, %ﬁ},
i=+v—-1€C

Ya que n = 4m + 2, podemos usar (46) y restar (58)

n n
2 2

2k _ 22 (pna™*? — pppoa” + 1)

para™ = (=) pua™ = xt =322 +1
k=0 k=0
_x2(in(90nxn+2 + pny2z”) — 1)
x4+ 322 +1
yva que n = 4m + 2 del lado izquierdo tenemos
n n n n—2
2 2 2 4
Z 802k$2k - Z(_l)k%@%x% = (1+ (—1)k+1)802k$2k =2 Z <P4k+2$4k+2
k=0 k=0 k=0 k=0
y ademads i" = i*m+2 = ™2 = (1™)(—~1) = —1 entonces
n—2

2 24: Parorth T2 = 2% (ona" 2 — oo™ + 1) (2" 4+ 322 + 1)
(2% =322 + 1)(a% + 322 + 1)
$2(_gpngjn+2 — Pppox™ — 1)(334 322 4 1)
(z* = 32% + 1)(2* + 322 + 1)

k=0
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n—2
2 24: QappoxFt? = 2 ("2 = ppypoz” + 1) (2! 4+ 32% + 1)
e i (x* — 322+ 1)(a* + 322 + 1)
+$2(Sﬁnxn+2 + Qnioz™ +1)(z* — 322 4+ 1)
(x4 =322 + 1)(z* + 322 4+ 1)
?’LZQ
2 Z P2 = (0pa" 0 — ppioa” T 4 2t
k=0
+3§07LG+4 - 3<,0n+2$n+2 + 322
+(ann+2 — Pnyoz” +1
+ona" 0 + a4 2t
_3%0nxn+4 — 3<Pn+2$n+2 — 3$2
2
+0nz™? + Py 22 + 1) x
(x4 — 322 + 1)(2* + 322 + 1)
n—2
2 24: Oaps a2 = 222020 — 6, 4022 4 20,272 4 2% 4 2)
Pt 4k+2 (.’IJ4 _ 3.’1}2 + 1)(1;4 + 33;2 + 1)

n—2
24: a2 — 22 (a0 — B 402"t 4+ 02"t 42t 4 1)
+2 (.’,134 — 32 + 1)(3?4 + 32 + 1)

k=0

n—2

24: Dapspz ™ = 22 (pna"™ 0 — ryaa™ 2 2t +1)
4k+2 (.7}4 — 322 + 1)(‘7:4 + 32 + 1)

k=0
n—2
2 2 2 4
Z Pak Atz — x (wnxn+6 - ‘Pn+4xn+ +az*+1)
4k+2 =
pas " a8 — Tzt +1

Teorema 33. Sea k,nymeN, zeR, —-1<x <1, z# {1—2\/5’ —1-5\/5}

n—1

T
Sin=4m+1, Z <p4kx4k =
k=0

a4 (pn_12"3 — o3z ! +3)
8 —Tat +1

3zt

4k

29‘4“" -8 7.4 11
=0 x Tt +1

Demostracion. Sean,meN,x e R, -1 <z <1,z # {%, *1%5},
i=+-1€C
Ya que n = 4m + 1, podemos usar (47)
n-1
i 12 72k — x2(90n7133n+1 - LPnJrlxn_l +1)
pors 2k - 322 +1

y sumar con (59)
n—1
i:(_l)k@%x% 22" Hop_12" M + pop ™) — 1)
x4+ 322+ 1

=
(e}
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obtenemos

2(9077,—1517n+1 - @n+1zn71 + 1)
4 — 322 +1

e e (P L S
zt + 322 +1

@zkl"

Z eava™ Z

. 1)

ya que n = 4m + 1 del lado izquierdo tenemos

77 1 n—1 n—1

2
Z popa’* + Z

Z(l + (=1)")papa®* =2 Z papz”
m—1 _ ;4m 4T

k=0 k=0
y ademas 1 ="M =4

2k
SO%CU =
= 1" =1 entonces

n—1
4
4k
22 ParpT™" =
k=0

22 (Qn—

22 (pp_12™ — o1z 4+ 1) (2 + 327 + 1)
(x* =322 +1)(z* + 322 + 1)

1™ o et — 1) (2t - 322 + 1)
(z* — 322 + 1)(z* + 322 + 1)

+

2 Z part™ = (pn12"* — 12" 4 2t

+30n_12"% — 312" 4 322

1 _ @n+1l‘n_1 + 1

n+3 £C4

+<pn—1xn+
+@n_12"° + o
— 3<pn+1x”+1 + 322

1—1 1)

+ Qpp12”

_390n—1-17n+3

.’172

(z* =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)

n+1

+(pnflx

2 i: papath = 2% (20012 — 6pn 12"t + 20, 12" + 622)
(% =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)

k=0
n—1
4 oaprtt = 2% (n 12" 1% = Bpp 2™t 4 op 2"t 4 32%)
prs (% — 322 + 1)(z* + 322 + 1)
n—1
- 24k — xQ(‘Pn—lxn+5 - ‘Pn+3xn+1 + 3332)
i (z7 =322 + 1) (2% + 322 + 1)
n—1 .
y o 2 (pn12"t? — ppy3a" ! 4 3)
P Pk (% =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)
n-1
i 24k — C54(5477%133”—’_3 - (Pn+3xn_1 +3)
— Pk a8 =Tzt 41

Teorema 34. Sea k,nymeN, zeR, —1<x <1, x# {%,%@}

n—3
T n+5 n+1 4
. Pn—1T — Pn4-3T +z5+1
Sin=4m-+3 E 2 =
et Pike2 8 —Trt 41
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2.3. Suma de los @4,

i Ak zt+1
P Pk a8 — Tzt +1

Demostracion. Ya que n = 4m + 3, podemos usar (47) y restar con (59)

n—1
2

n—1
2 2 n+1 n—1
3 2 S (1) g 7 (pn—12"" — ppaz" 1)
— —]_ =
L P k::o( )\ pare ot =322 1

_m2(in_1(30n—1xn+l + Qpn-‘rlxn_l) - 1)

x4+ 32241
ya que n = 4m + 3 del lado izquierdo tenemos
n—1 n=1 n—1 n—3
2 2 2 4
Z <P2k£1?2k - Z(—l)k%’%x% = Z(l + (_1)k+1)§02k$2k =2 Z 804k:+2334k+2
k=0 k=0 k=0 k=0
y ademds "1 = §4m+2 = j4™2 = (1™)(~1) = —1 entonces
272 2 1 1
n+1l _ n— + 1)
9 ak+2 _ T (P17 Pn1T
kz_;) Pak+2T 4 322 4 1
7x2(*90n—1xn+1 - SDTL+15U7H1 - 1)
x4+ 322 +1
n—3
KN 2 n+1 _ n—1 + 1)
9 ak+2 _ T (P17 Pnt1T
kzo Pk d xt =322 +1

zz(@n—lanrl + Qon—i—lxnil + 1)
4+ 322 +1

_|_
n-3
2 i Pagrortt T = 2% (on12" T — op 2"+ 1) (2t + 322 + 1)
k=0 (o7 =322 + 1)(a" + 327 + 1)
x2(<pn_1xn+1 + (pn+1xn71 + 1)(334 322 4 1)
(2% = 322 + 1)(a + 32% + 1)

+

n—3

nz2

4k+2 5 3 4
2 punsar™ T = (12" — g 2" 4
k=0

+3¢np_1z™t3 — 3<pn+1a:”+1 + 32?2
+on_12" T — o™ 1

+80n—1xn+5 + (pn+1xn+3 + 1,4

_Sgonilxn-‘r?) _ 3(Pn+1-T”+1 _ 3:1:2

72

(x4 =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)

+S0n—lxn+1 + Son+1mn71 + 1)

44
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n—3

2.4. Suma de los gy,

x2(2@n—1$n+5 — 6@n+1xn+1 + 2<pn—1xn+1 + 23:4 + 2)

4
Ak+2
22 PapporttT? = (4
k=0

w

n—

— 3224+ 1)(z* + 322+ 1)

3<pn+11,n+1 + @n—lanrl +.’E4 + 1)

1 2 —+5
ak+2 _ T (12" —
Pak42T =

(% =322+ 1)(z* + 322 4+ 1)

k=0
n-s

1 2 +5

§ OapoxiFt? = 27 (Pn-12"" —
pors + (% — 322 +

n—3

1) (z* 4322+ 1)

Prazz™tl + 2t 1)

E: 2 5
shgz T (ppo1xt® —
Pak+2T =

8 — Tzt +1

k=0

2.4 Suma de los pg;

Finalmente construiremos la suma de los g, (76) v (77).

Teorema 35. Sea k,nymeN, zeR, 1<z <1, x# {#,%ﬁ}

xswnxn-;-s + (@n — 790n+4)33n + 21)

a
Sin = 8m, g wgkmsk =
k=0

o0

8k
E YT =
k=0

Demostracion. Sea n = 8m, entonces

4k x4(90nx

PakT =

Sustituyendo z = (—1)iz

216 — 4728 + 1
2128
216 — 4728 41
n+4 _ San+4xn + 3)
8 — Tt +1

(‘ann+4 + Onyax” — 3)

Y sumando obtenemos

n n
4 4

n
pape™ +> (—DFpuatt =

4
> (D) Fopatt = ’

8+ Tt +1

n
8

(1+ (1)) paraz®™ =2 " pga®

k=0 k=0 k=0 k=0

£ 24 (ppr™ ™ — gz +3) (28 + T2t + 1
9 8k +

(28 — Tzt + 1) (a8 4+ T2t + 1)

(o™ 4 o g™ — 3) (28 — T2t + 1)

(28 = T2t +1)(x8 + T2t 4+ 1)

45



2.5. Sucesion

8k 12 8 8
0™ = (P2 — g™t + 32

[\&)
-

k

0
+ 7™t — 7, gzt 4 2127
+ opa™t — 4™ + 3
F o™ 1 et — 348
— T8 — T g™ + 2127

4

n+4 n __ 3
+ o™ + Onya )(x8 — Tt +1)(28 4+ T2t + 1)

i 28k — 2 (ona™ 12 — T L aa™ T + 21at 4t
= @ 7ot + D@+ 70 1 1)

i o kak _ xS(QOnanrs + (on — TPnta)z™ +21)
= s (28 =Tzt + 1) (28 + T2t 4+ 1)

3 P kak _ 178(<Pn93n+8 + (pn — Tnta)x™ +21)
E s =
k=0

16 — 4728 +1
|
2.5 Sucesién
Sea k € N, definimos la siguiente sucesién:
‘ 14+v6\2" /1 —+/5\2"
By =9 7% = (L[) +( f)
2 2
= Oa 61 =
k=1, B=(f)"+2=1"+2=3
k=2, fa=(f)-2=38-2=7
k=3, Bs=(Bs)*—2=T7>—-2=47
Teorema 36. Sea k,m,r € N yr =2""m > 2 entonces
m—1
I B = r (78)
k=0
2.6 Las r-particiones
Teorema 37. Sea k,n,m,r,seN, m>1,r=2" zcR, -1<z<1,x# {#,%ﬁ}, a € Z]x)
Y sea (n —s) =0 (mod r)
1 [ — rk __ wna+90rxr
Si(s<g)= ;wx = e i1 (79)
Teorema 38. Sea k,n,m,r,seN, m>1,r=2" zcR, -1<z<1,x# {%,%ﬁ}, a € Zlx)
Y sea (n —s) =0 (mod r)
) r & ok x"a—l—go%(ﬂ +1)
> — z =
Si (s> 2) = ; Oriyz® & pa + 1 (80)
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2.6. Las r-particiones

Corolario 12. Sea k,n,m,r,s eN,m>21,r=2" zeR, -1 <z <1, a € Zx]
Y sea (n —s) =0 (mod r)

n—s

"o — oz’ (81)

—lkr rk:—
D o™ = e 1

U
M-

. T
Si (S < 5)
k—

[=)

Corolario 13. Sea k,n,m,r,s eN,m>1,r=2" 2R, -1 <z <1, a € Zx]
Y sea (n—s) =0 (mod r)

n—s

"a+pr(l—a")

)= i(—l)k%mgwm = (82)

Si (s>
i(s> —~ x4 Brar + 1

N3
>

Demostracion. Tenemos que a partir de la siguiente serie finita

+1 _

zn: k_ Qpnmn-ﬂ + Pnt12"
PR = 22 4+z—1
k=0

si hacemos = := —x obtenemos la serie alternada

n 1", n-+2 —1)nt1 n n+1
Z(_l)k@kxk _ (D)™ ()" op ™
— 22—z —1

k=0

y podemos sumarlas para el caso par y para el caso impar y obtener

i: or T2 — ppioz™ +1)

Si n es par, ¢ =
P e x4 — 322 +1

Y 2 n+1 n—1
1 1 2 x — x
S1 N es l]llpa, 5 E 902]6:5 k (()CTL 1 son_l,_l:l + |)

x4 — 322 +1
si nos fijamos en el polinomio del denominador
* =322 +1=0

_ |1+V5
- 2

“ta i ; ; _|1=v5
esta igualdad se cumple para x igual a 1 , T = ‘T‘

Ademds para r > 2 esta forma del polinomio
2 —bzr"4+1=0
1/r

ya no cambia en los siguientes pasos recursivos y haciendo z := (—1)"/"2 podemos generar el denominador de la

serie alternada
2 +bx"+1=0
si las multiplicamos obtenemos

(2% —ba" +1)(2®" + bx" + 1) = (' + b 4 2%7) — (b2®" + 022" + bx") + (2*" + bx" + 1)
_ .134T + 23327" _ b2x2r +1
=o'+ (2- b2 +1
=zt — (b — 2)2% + 1,

es decir, que b, 11 = b2 — 2 y en donde by = 3, con esto podemos ver que b es una funcién que depende de

b(2r) = b(r)* -2
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Ahora bien, si hacemos r = 1 en el polinomio tenemos que

b+ b2 —4

2
x T + , X 5

y podemos elevar al cuadrado x y obtener

9 (b:l:\/b274>2 202 —44+2bv02 — 4 b2 -2+ b2 -4
Tr = = = s

2 4 N 2
que satisface para el caso r = 2 del polinomio

2t —bx?+1=0

Entonces ya que by = 3 tenemos que

¥-2=3

Entonces z2 y x son

1++5
2

T = ,m:)

Sea r € N, definimos 8 como

B(r) = 4" + 7" = (1 +2\/3)T+ (1 —2\/5)T

2.6. Las r-particiones

la cual cumple con la propiedad de 3(2r) = B(r)? — 2 y ademds cumple con b(2) = 3 y sus primeras evaluaciones:

5(0) =2, 6(1> =1, 6(2) =3, 6(4) =1, ﬁ<8) = 47.

Para la parte del numerador tenemos dos casos uno para la suma:

"o+ px” "y — .’
2 Z @2rkx Z @rerk + Z (prkx p) or + 7 or

€T T

—Bra"+1 2?4 Bar+1

_ (x o+ ppx )(zz’“ + Bra” + 1) + (2"y — ppa”) (" — Bra” + 1)

— ﬁzerT +1

"0 + (‘PTIP’T + Wrﬂrxzr +opa”) + (*Sﬁrxgr + Sarﬂrx% — Prx

")

- ﬂerQT +1

x 2rk xnél + (PTBT:EQT
E P21kl = o A or 11
— T4 — Borx?" + 1

Aqui podemos fijarnos nuevamente en nuestro caso base y elevar al cuadrado

(7@ —ﬂ(l)\/5)2 e \/5>2 _14-6v5 _7-3V5 _ B4) - B(BLVE

2 2 4 - 2 - 2

y en general tenemos que

(Mﬂ—p%32:ﬁﬁf+@?—%ﬁﬁwg_(Mﬂ”+®%ﬁ—pﬂﬂ¢5
2

4 2

Y ya que ¢ cumple con




2.6. Las r-particiones

podemos concluir que si r = 2™, m > 1, entonces

m—1
@(r)B(r) = ¢(2r), 11 82" = e(r)
k=0
B4
olr) = 222, 8(r) = VEolr)? 4
Y con esto tenemos que, sea k,r,n,m € N, r =2",m > 1, a € Z|z],
T A "o + So'r‘mT
R =
1;)% a2 — a4+ 1
El otro caso resulta restando las series
n;?“r 77 % n ' n '
+orz Y —rx
2 2rk+r _ rk ~1 k rk _ ra _
kZ:O Pork+rT kz_:OSOrkx ’;( ) orex P a1 B 1
TR n—r n—r
+ ¢r €z Y= Pr
) 2rk _ < o _
kZ:O P2rk+rl r2r — ﬁrxr +1 2 + /BT"TT +1

(z" "+ @) (@ + Bra” +1) + (2" + ) (@7 — Bra” +1)
.%'47' _ ﬁ2r$2r + 1

2"+ (pra® + 0 Bra” + o) + (0r8® — 0rBra” + ;)

- .’L‘4T _ B2Tx2r +1

n—r
2r

Z ©ork+ a?h = i gpr(xQT +1)
T T -

£ .’E4T _ 62rx2T +1

0
Entonces, sea k,r,7",n,m € N, r =2" 1+ = 7, o € Z[z],

n—r
-

a4+ @ (z" + 1)
22" — Bra” + 1

!
k
‘prk+7"xr -

k=0

Unicamente falta por demostrar a partir de m se cumple, entonces sabiendo que el —x en la serie original

n 2 1
Y ppat = Ent" T + pppa™t —
prt =
pars 22+ —1

al sumar con la alternante resulta en

n—1

i oop i1zt = z(pna™t? — pppox™tt — 22 4 1)
+ 4 — 322 +1

Si n es impar,

s >
v O

S et = a4
+ x4 — 322 +1

Y sin es par,
k=0

y se genera un —z2, v a partir del siguiente caso en donde r = 4 el signo se corrige siempre a positivo:

n—2
1 n+6 n+2 4
. Pnx — P44l +z*+1
Sin=4m+ 2, k=
];) Pikt2 a8 —Txt+1

n-3
Sin=4m+3 i: Oappoxtt = Pn—12"T? — @pigr™ T + 2t + 1
k=0

8 —Txt +1
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y podemos decir que a partir de m > 1.

2.7. Limites A,B,C,D

Por 1iltimo, en cada iteracién del proceso constructivo podemos sumar y restar 5 veces férmulas.

Entonces si hacemos correr s sobre los naturales y se cumple con
n=s (mod r)
tendremos 0 < s < § sumas:
- . kzrk B "o+ Sprxr
E - S
= 2" — fBam+1

y 5 < 8 <r restas:

n

- a4+ @ (z" + 1)
x? — Braxm + 1

S
k
‘prk+r’xr -
k=0

2.7 Limites A,B,C,D

Teorema 39 (Limite A). Sea k,m,r e N, m>1,r=2" zeR, -1<z<1,z# {%‘/5, *1%\/5}

o0 @ :L'T
xrk) — r
l;%k 2 — Brar +1

(83)

Teorema 40 (Limite B). Sea k,m,re N,m>1,r=2" 2R, -1 <a <1,z # {1_2—‘/5, %\/g}

i@ k Txrk = —SD%(I'T‘F]-)
k=0 e z?r _Brxr +1

Corolario 14 (Limite C). Sea k,m,r e N,m>1,r=2" 2R, -1 <z <1

1) g = —pra”
kZ:O( ) erk 2+ B+ 1

Corolario 15 (Limite D). Sea k,m,re N,m>1,r=2" 2R, -1<z <1

o0
<p£(1—:cr)
-1 k . - rk: 2
kz::()( ) ¥ itz 22 4 Bam + 1
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3 Ecuaciones diferenciales

3.1 Separacion lineal, r > 4

Sabemos por la naturaleza de la férmula de Binet (28) que la sucesién de fibonacci se puede extender a todos los
numeros reales, tal que para todo r € R la siguiente funcién esta bien definida:

wr_,rr

SDT' \/5 )

sin embargo nosotros queremos preguntarnos acerca de la suma tal y como actda el Limite A. De tal manera que
nuestra suma infinita (83) se convierte en una integral (89), y la funcién de fibonacci se extiende a dos variables
sobre los reales (92). La parte lineal en r que se acumulaba en el ¢, se traduce ahora en una funcién derivable W.
Sear,z €R, 7 >4, —1<ao <1, w#{0,1508 215V0y = 105 7 1-V5

Definimos # de la siguiente manera

2 VA S BV AN,
) =y +1 = (—5) + (%) (87)
Y definimos © de la siguiente manera
x?"
C] = 88
@) = T (88)
Y sea ¥ una funcién derivable en r y «, b € R, entonces podemos definir {2 de la siguiente manera
Qx,r) = /@(m,r)dr =a¥(r)O(z,r)+b (89)

Derivando 8 con respecto a r obtenemos
(B(r)) =" logy 4+ 7" log T = log ¥ +log 7™ (90)

Derivando © con respecto a r obtenemos
,_ (@) (@ = B(r)a" +1) — (2* — B(r)2" +1)"(z")
(O(z,r)) = (x2r — B(T)-TT ¥ 1)2

_ (a"logx)(2? — B(r)a” + 1) — (22%"logz — (B(r))'z” — B(r)z" logz)(a")

B (2% = B(r)z" + 1)

(@ logz — B(r)a*" logx + x" log x) — (22" logx — (B(r)) a*" — B(r)a?" log )

- (21 = B(r)a" + 1)

(B(r)) 2" + 2" logx — 2°" log x

(Ol = (o1)
Por tanto
(Qzx, ) O(x,7) . (B(r))'z* + 2" logx — 2°" log = Y x”
a a w(r) (227 — B(r)az" + 1)2 +(2(r)) 22" — B(r)ar +1
_ ((B(r))’ + &2 — 2" log x)z™" / "
=¥ (z27 — B(r)a" +1)? +(¥(r) 2 — B(r)zr +1
=U(r)0*(z,r)((B(r)) + % —z"logz) + (¥(r))O(x,7)
2(0.1) = a2 (e,) (WO (0 + 255 o hoga) + S 92
Y tenemos que
(B(r)) + l(;g —z"logz =log ¥ +1log7” +logz®  —logz® (93)
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3.1. Separacion lineal, r > 4

Y ademés

a¥(r)= @(;ﬂ(/@(x,r)dr - b)

En particular podemos fijarnos en x = 1, y tenemos que © cumple con

1 1
o(l,r) = ———, ©O(,2r)=
=gy O T e e
Entonces queremos que ® cumpla con
¢r — 77
d(1,r =
(Lr)=¢ 7
Definimos ¢ = ¢? = 3+2‘/5, v="12= 3_2‘/5, tenemos que
2r _ 7_2r o — "
d(1,2r = =
( ) =2 = 75
Por tanto
o”
al(2r) = (2 — B(2r)) /( \/5 d(2r) —b)
2(2 -
B2 (/ o =" dr — b
VA
2(2 - (2 ( o" G )
V5 logo  logv
Y entonces

Y en particular cumple para r = 4 y tenemos que

4 7_4
3= o) = () = (2 ) (1o — T 1)

logy  logT
1/)4 7_4
3=02-7) (log Y logT )
3 _ 1/)4 7_4

5 logy logr

Y tenemos que podemos tomar b como constante
4 4

T 3

logy logT 5

Entonces tenemos que {2 es igual

T

_ _@2=80)y" T z
Wz,r) = /@(m,r)dr - NG (logw B log T - b) x? — B(r)z” + 1

Y derivando ¥ tenemos

(W) = =0 (o = oz = b) + 2= BN~ 7
= @=p( -7~ (( . )() )(101@ N 1ngTT -b))

_(B@)

E— g

)
- - s (- - 2L

De tal manera que ¢,

(94)



3.2 Casol<r<i4

Adicional tenemos que para 1 < r < 4 se cumple con

/ Bz, r)dr = 4Oz, 1)

Entonces haciendo z = 1 tenemos que

(2—B(r))?
Evaluando en r = 2 tenemos
©(1.2) = Lo (215
VB 3+45
1=¢(2) =115 log (——)
2
7= = ~ 0.9293
V5log (3+2‘/5) V5 logp
Y evaluando en r = 3 tenemos
©(1.3) = L1og (1Y)
3+5
2=0(3) = log(—5—)
8 4
72 =3.7173

Porlocualsil<r <3
_ (B(r))’
o(r) = ’Ylm
(B(r)) z* + 2" logz — " log x
(x27 — B(r)a” +1)2

(I)(J?,T) =M

Y para3d <r <4
_ ., Bm)
o(r) =72 2= B(r)?
(B(r))x* + 2" logz — 23" log x
(2?7 — B(r)a" + 1)2

O(z,7r) =72

3.3 CasoO0<r«l

Finalmente si 0 < r < 1, definimos ©4
7‘TT

2+ B(r)ar —1

@1 (I7 T) =
Y tenemos que

/q)(x, r)dr = v01(z, )

Por tanto si hacemos = = 1, tenemos que

32.Casol<r<4

(100)

(101)



Derivando obtenemos

. (B(r)
(@1(17T)) - 6(T)2
Y evaluando en r = 1 tenemos
V5 log 3+V6
1=p(1) = 2( : )7
2 1
v = = ~ 0.9293
\/Blog (3+2‘/5) \/510g1/1

Conlocual 0 <r <1

(B(r))a® + z"logx 4 =" log x
(227 + B(r)am — 1)?

54

33.Caso0<r«l1

(102)

(103)



4 Ecuaciones diferenciales e integrales

4.1 Regién 1
Sea0<r<1,¢(l)=1,v€eRigual a

1
7= Vslogw
Seaxz,re R, 0<r<1
Definimos f3
. 1+v5 1-V5y"
Blr) ="+ (2)+(2>
Y definimos ©; como
O1(z,r) = B

22+ B(r)ar —1

Teorema 41. Sea z,r € R, 0<r <1, -1 <z <1, :17#{0,1_7\/5,_1%\/5}
Sea ®q igual a

@o(a,) =103, r) ((B)) + B + a7 ogr)

Entonces ¢ cumple con

/éo(m,r)dr =04 (x,r)

Lema 3. Seaz,7 € R, 0<r <1, -1<z <1, z #{0,1= \/5 _1+‘[}
o1

wo(z,7m) =7 x(Q’“ ) ((6(7‘))’xr + log z(x®" + 1))

@2 xr, T T T’ 27
:7M< WUJ "y (@ +1)})

x2r

Lema 4. SeareR,0<r <1

(B(r))
p(r)?

Teorema 42. Sea z,7,¢c1 ER, 0<r <1, -1 <z <1, z+#{0, 1*2\/5, *1%\/5}

@o(r) =7

/gpo(z, r)az"dr = v01(x,r) + 1

1-v5 —14+V56
Teorema 43. Seaz,r € R, 0<r <1, -1<z <1,z # {0,152, =152}

1
_— x
| —eiaryarir = (=)

4.2 Region 2y 3
Seal<r<4,¢(2)=1,¢(3) =2, 71,7 € Rigual a
1 4
" g ™ Velogs
Definimos

= 407 = (F0) 4 ()

Sea z,7 € R, 1 < r < 4, definimos © como

l,L.’I‘

2 — B(r)z" +1

@(x,r) =

95

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)



4.2. Regién 2 y 3

Teorema 44. Sea z,7 € R, —1 <z <1, z # {0, 1 V5 —1+f}
Sil<r<3
Sea 1 igual a

B1(2,7) = 102z, 1) (B0 + B — 17 log ) (113)
Entonces ®1 cumple con
/<I>1(33, r)dr =y10(x,r) (114)
Ysi3<r<4
Sea @4 igual a
Bs(z,7) = 3207, ) (B)) + 52 a7 loga) (15)
Entonces @5 cumple con
/@2(33, r)dr = y20(x,r) (116)
Lema 5. Seaz,r e R, -1 <z <1, 2 # {0,%,%\@}
Sil<r<3
0?(z,
p1(x,r) =7 éfr r) ((ﬁ(r))’acr —log x(x®" — 1)) (117)
Si3<r <4,
0%(z,r , .
eal,r) =2 T2 (3(r))2" ~oga(a> 1)) (118)
Lema 6. Sear € R
Sil<r<s3,
_ (B
e1(r) =m CENIOE (119)
Si3<r<d4,
I 1)
P =15 = gme (120)

Teorema 45. Sea r,7,¢c; €ER, 1 <r <3, -1 <z <1, z#{0,1 V5 71+\f}
/@1(53’ r)a’dr =m0(z,r) + 1 (121)

Teorema 46. Sea z,r e R, 1 <r <3, 1<z <1,z # {O’I—T\/g’ —142—\/5}

3 2 $3
—pr(w,r)atdr = ( - ) 122
/1 p1(x,r)z"dr =y 22— 211 26423+ 1 (122)

Teorema 47. Sea z,7,c1 € R, 3<r<4, -1 <z <1,z # {071*7\/5’%\/5}

/s@z(:a r)a"dr = 720(z,7) + 1 (123)

Teorema 48. Sea r,r e R,3<r<4, 1<z <1,z # {0,1_7\/5, —1-5\/5}

4 1’3 x4
—p2(z,r)a"dr = ( - ) 124
/3 o(z,r)x"dr =2 e s (124)

56




4.3 Regién separable
Sear >4, p(4) =3, ¢,7,a,b € R igual a

1
o= —
NG
1+5 1-+5
= T=
2 2
1/}4 7_4 §
logy logT 5
Seax,reR, r>4,j=(-1)7eC, v =12
Definimos # de la siguiente manera
1+V5 —V5\"
s =var = (552) + ()
Definimos © y T
_ orO, ) + om0z, ) "
Olw,r) = ©Or a2 — B(r)ar + 1
w'l" T'l”
T(r)=(2- - -
(r) = B(T»(logw log T b)

Teorema 49. Sea z,7 € R, r >4, -1 <z <1, z # {0, 1_7\/5, _1%\/5}
Sea @ igual a

By(z,1) = 002 (z.1) (T(r)((,@(r))’ + lzﬂ — 2" log ) + (T(r>>’@(;,r))

Entonces ® cumple con
/<I>3(x, r)dr = aY(r)O(z,r)

Lema 7. Sea x,7 € R, r >4, -1 <z < 1:5;&{0 5—1+\f}

0%(z,r)

p3(z, 1) =a——= [T(r)((ﬂ(r))'zr —log x(x®" — 1)) + (T(T))’(zz’" — B(r)z"

3327‘

Lema 8. Sear e R, r >4

4.4 Integral A,B

Teorema 50 (Integral A). Sea z,7,b€R, r >4, -1 <2< 1, z# {0,L V5 *H‘[}

/cp(x, ryz"dr = aX(r)O(z,r) + b

Teorema 51 (Integral B). Sea z,7 € R, r >4, -1 <z <1, x # {0, 1= ‘/5 _H'f}

00 3.’1?4
— T — -
/4 o(z,r)z"dr a(x8—7z4+1)

o7

4.3. Regién separable

(125)

+ 1)} (126)

(127)

(128)

(129)



5 Representaciones

5.1 Forma integral
Sea x,7 € R, 7 > 4, definimos lo siguiente

Definicion 3.

1 1 1-—
0[:\/5, Y= 1#: +aa T = -
«

2 2
=" =7")
Blr)=y¢"+7"
1) =92~ 50) (g~ o)
Ofz,7) = 2 — B(r)z" + 1
o(z,r) = o éfr’ ) [T(r) ((ﬂ(?‘))/l'r —log z(2*" — 1)) + (T(r))’(x% — B(r)z" + 1)}

Seam € N, si r =2™ > 4, entonces

Teorema 52. Sea ke N, z,yreR, r>4, -1<zx <1, 5675{0 \/5—1+f}

1 o
Ekzoaprkx r) /go(acm)m d (130)
T)Zgorerk = gar/go(:c,r)xrdr (131)
k=0
[ etaryarar = wa - / —p(w, y)avdy (132)
- rk _ Pr r
kZ(kax k— Tir) /(p(m,r)ac dr (133)

©Or (/4,0(;10 r)e dr) = (Zg@rkm ) (r) (134)

Teorema 53. Sea k€ N, z,r € R, r >4, -1 <z <1, 2 #{0,1 \/5—1+f}

//cp(m,r)xrdrdx = xiir) <§ T]ff: 13:”“) (135)

r

Teorema 54. Sea k,w e N, z,reR, r >4, —-1<z <1, x#{O “’715\/5}

oo ( [etenarar)™ = (iwx”ﬂ)<e<x,r>>w<r<r>>w+l (136)

Or (/ga(o: )T dr) = (ngrk:rrk) (z r))f(erl)(T(r))*w (137)

k=0

o8



5.2. Forma con potencias

5.2 Forma con potencias

Teorema 55. Sea k,z,weN, z,reR, r>24, —1<x<1,x# {O,%ﬁ, *1%6}
z+w
oi ([ etwnarar) (me”ﬂ) O, 1)) (T(r))*
oi ([ otamarar) ™ - (Z@,kmrk) (7)) "4 (7))
Teorema 56. Sea k,z,weN, z,re R, r>24, —1<x<1,x# {O,%ﬁ, *1%‘/5}
w T # z - rk ! r 1 At
o, (/gp(aj,r)x dr) = (Y(r)) ngrkx (x + i 5(7‘))
k=0
w T _Z —z — rk ’ r 1 #tw
o ([ elamarar) = (@) (Y ema™ | (27 + = —5))
k=0
z r ztw z4+w - r
oi ([ marar) ™" = 1@y (3 pna
k=0
oi ([ etwnarar)™ =y ( T

Teorema 57. Sea k,ze N, z,r e R, r >4, -1 <ax <1, z # {0, 1_‘/3,%\/5}

o [ tenarar = (me ) (4 =~ )"

@ii pla,r)a"dr = (Z oo’ ) - (¢4 = —5)
or ([ etenarar) = (1) (Z ga,.k.m”f> (4 = —80))

k=0

or ([ etenarar) = (1) (2 sorerk) (e~ —5m)™"
k=0
0o z+1

ot ([ otamarar) = (1) (Z ¢k> (" + — — 5()
k=0

- —z+1
— ([ etwnwrar) = (re) (; wc) (« + = — 5)

Lema 9. Sea k€N, z,r € R, r > 4, —1<$<1,I#{0,%771%@}
? 1
@2 /<p(a: r)z"dr = <Z orix” > (xr + i 5(7‘))
r rk ro L 2
or ([ etamarar)” = 15 (;#796 ) (7 + = = 80)

) oo o)
SERT)

oo
k=0

99

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)



5.3. Forma diferencial

5.3 Forma diferencial

Teorema 58. Sea k€N, z,7 €R, r >4, -1 <z <1, x # {0, ‘/5*1+f}

(i fo'r'k)/ _ (i (‘prk)/(P(r — (Prk((Pr) rk (l{i log J}) Ork rk)
or k=0

‘Pr)z ©r

(Z ook Tk) - (Z o Tk) ( (B(r))" + k;g —a” logaz)

k=0 ¥r k=0 T

Definicion 4.

1 logz
= _ for o = , o
2(z,r) = [(Tm) (+"+ = = B)) + TO) (B0 + 2% —= logx)]
Teorema 59. Sea k€N, z,r € R, r >4, —-1 <z <1, 2 #{0,15 \/5 *H\f}
1 (& ?
= — Frk k| =
o) = (80 st
Teorema 60. Sea k,z € N, x,r e R, r > 4—1<x<1a:7é{0 ‘/5_““[}
2z
(Z Sprkx ) E .ﬁ,’l“)z
Teorema 61. Sea k,z € N, z,r € R, r >4, -1 <z <1,z #{0,1 V5 —1+f}
(X(r) 1 < ”
2z z T ? _ r))* T 7 = z
@ p(a,r) (/so(rf,r)x dr) = (x +— - ) (Z e ) E(x,7)

Teorema 62. Sea k,z €N, 2,7 € R, r >4, -1 <z <1, z #{0,1 \/g*”f}

- 3z
0% p(x,7)* (/gp(x,r)xrdr)z = 7(’25:3)2 (Z <pr;€x’“k> 2(z,r)?

k=0

o7 oz,

Teorema 63. Sea k,w,ze N, z,reR, r>4, 1<z <1, myé{() \/5—1-5-\/}
2 - w . (T(r))w . 1 —22—11): ;
o(z,r) (/go(x,r)x dr) = 7(:6 + o ﬁ(r)) E(z,7)

Teorema 64. Sea k,w,ze N, z,r e R, r >4, -1 <z <1,z +# {0, 172\/5’ —1;\/5}

ot oty ([ etanarar)” = L0 (fj wrer'f) (k- ) sy

k=0

Teorema 65. Sea k,w,z €N, z,r e R, r >4, -1 <z <1,z #{0,1 ‘/E*H‘f}

22
0% p(z,1)* (/(p(x,r)zrdr)w = (T;:’))“’ (1‘ + i — B(r ) <Z Orpx” ) H(x,r)*

Teorema 66. Sea k,w,ze N, z,r e R, r >4, -1 <z <1, :c;é{() V5 —1+\f}

- 2z+w
QDEZ—HU oz, 1) (/(p(gc,r)a:rdT)w _ M <Z %«kiﬁrk> E(x,r)?

T
k=0
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(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)



5.3. Forma diferencial

Definicién 5.
[eS) . 1
x(z,7) = (E(z,r)) +2 (; fprkx’”k> ((,8(7‘))’ + % —z" logx)E(x,r) (163)
Teorema 67. Sea k€N, z,7r € R, r>4, —1<x <1,z #{0,1 \/5*1“[}
2
(p(x <Z £k Tk) (z,7) — (log z) ¢(z,7) (164)
k=0 7T
2
<Z Prk Tk) l z,7) — (log ) E(z,r)] (165)
k=0 T
Teorema 68. Sea k,z €N, 2,7 € R, r >4, -1 <z <1, z #{0,= f *1;‘/5}
1 0o 2z
or” ((p(a, ) + (log z)p(w, 1)) = — (Z %-kaf”“) x(z,r)* (166)
k=0
Teorema 69. Sea k,w,z €N, z,r €R, r >4, —-1 <z <1,z #{0,2 ‘/5’1“[}
2z+w
2 (e, 1) + (loga)p(, 7)) (z,r)z"dr) = (w,7)* (167)
o o(x,r ogx)p(x,r o(x, r)x"dr :U’”Z cprkx x(x,r
Teorema 70. Sea k,ze N, z,r e R, r >4, -1 <z <1, z # {0, 1*7‘/5, *1;.”/3}
(168)

3z
A (elen)) + og (o))" ([ otryarar)” = T (me> Al v’

\/5 —1+f}

4, -1<x <1, x+#{0,15

5z
z
= erz <Z ga,«kfl,‘ ) E .’E r)z X(x,r)z

Teorema 71. Sea k,ze N, z,r e R, r >

55 ol (el + (log )l ) ([ lar)atar)

4, 1<z <1, z+#{0,12

(169)

V5 —1+f}

Teorema 72. Sea k,u,v,w,z € N, z,r e R, r >
z=2(u+v)4+w

Tlr)* Ela. )" x(@, )" (i @rerk> Z (170)

gi ol (o)) + Qogo)een))” ( [ plaryorar)” = e
k=0
Definicién 6.
x2(z,7) = (x(z,7)) +2 <Z izk rk) ((ﬁ(r))' + % —z" 1ogac)x(a:,r) (171)
k=0 T
Teorema 73. Sea k€N, z,r € R, r >4, -1 <z <1, 2 #{0,1 5*1+‘f}
()" = (Z *‘;w) Xa(a,7) — 2 (log ) (e ) — (log ) *p(z.7) (172)
k=0 T
(173)

= ir <Z Prk rk) [Xg(x,r) —2(logx) x(z,7) + (log z)? E(x,r)]

k=0 T
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5.4. N-ésimas derivadas

Teorema 74. Sea k,u,z €N, z,r €R, r >4, -1 <x <1, x# {0,1 5_1+‘f}
u =2z

o (o))" +2 (05 2) (o)) + (log ) (e, ) = 22 (st) (174)

k=0

Teorema 75. Sea k,u,w,z €N, z,r €eR, r>4, —1 <z <1,z #{0,1 \/E*HW}
u=2z4+w

ot ((elar)" + 2 Qog ) () + (ogaptenn) ([ otaryarar)” = HEXABIE (Z prpa” ) (175)

Definicion 7.

xs(@,r) = (xale, 1) +2 (Z S”x’@) ()Y + 52 2 1og ) xala,m) (176)

o Pr

Teorema 76. Sea k €N, z,7r € R, r >4, -1 <z <1, 2 #{0,1 \/5—1—&-\/}

o 2
()" = o (Z “’x) xa(a,r) = 3 (log ) (p(w.1))" — 3(log)*((a,1))' — (loga)*ele,r)  (177)

o Pr

= % <Z ('kark> [X3($7 r) — 3 (logz) xa(z, ) + 3 (log x)* x(z,7) — (log ) Z(x, T)] (178)
k=0 T

5.4 N-ésimas derivadas

Definicion 8.

X0 = E7 X1 =X (179)
o~ Ok log z ”
Xni1(z,7) = (Xn(2,7)) +2 <Z (p—kx k) ((B(T))’ + i logx)xn(m,r) (180)
k=0 "
Teorema 77. Sea k,n, 7' €N, z,r € R, r >4, -1 <z <1, 2 # {0, \/g _1+‘[}
n—1
oz, = — (Z Prk Tk) Xn(@,r) = > 7t (log )" p(a, ) (181)
or k=0
1 — Prk _rk - n—k _n n—k
= — —x -1 7' (log x x,r 182
L (D) [t e raten 1

Teorema 78. Sea k,n,u,z, 7 €N, z,reR, r>4, 1<z <1, :C;é{O \/5_1+\f}
u =2z

u - n n— Xn z, T’
o lZTk (log x) k¢(z,r)(k)] = (Z Oria” ) (183)
k=0

Teorema 79. Sea k,n,u,w,z, 7 €N, z,rcR, r>4, -1 <z <1, x;é{() V5 —1+f}
u=2z4+w

so:f[ T;L(logx)”so(x,r)“”] ( / so(mr)xrdr)wW(me ) (184)
0

k=
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5.4. N-ésimas derivadas

Teorema 80. Sea],anUJ,UIZTkEN rreR r>4, —1<az<1,z#{0,°L V5 _“‘f}
s=>vg, z2=2s+w

lH <ZTk (log z)’ kgp(x),r)(k)> ] (/‘P(%T)xrdr)w _ Y(r)® HJ;Tin(x,r)vj (Z @Terk> (185)
k=0

7=0

Lema 10. Seaj,kanTkEN rreR r>4 —1<z<1,z#{0,= \/g —1+f}
z=2n+4+w

not : . w T(r)¥ n-l G\Z, 7’ #
or lH > (10gx)’_k¢(ww)(k)1 (/@(%T)wrdr) I H] -0 4l (Zwrkx > (186)
7=0

k=0

Lema 11. Sea k,ne N, reR, r >4

or n]:[l wSk)] (2 ) ﬁ_[l xi(1 r] (187)

Lema 12. Sea kkneN, reR, r>4

H (p(k) (/@T dr) (2 - B(r))2n+1 =T(r) [”1:[1 Xk (1, 7")] (188)
| k=0

Teorema 81 (Representacién A). Sea j, k,n, s, t, uk, v, vj, w, 2 Tk eN,z,reR, r>4, -1<zx<1,
x#{(),%,%‘/g}, t=>ug, s=> vk 2=2s4+w+ug

©F Lf[l (‘Pﬁ’f))%] (/ ©r dr>v Jflo (iﬂz (log z)/~* w(%r)(k))% (/ tp(fc,r)x"dr)w (2 - B(T))Qtﬂ )

k=0

n

> [T ()] T (otern)” | () (Spone)

k=0
(189)

Demostracion. Tenemos que podemos expresar la serie infinita de la siguiente manera

= rk __ SDT:L'T _

Z@rkﬂf T _Bar 1 ©r O(x,7)
> £ (e
k=0 ¥

Y dado que la siguiente integral se descompone en ©

/(p(;l:, r)z"dr = Y (r) O(x,r)

podemos factorizar o, de la siguiente manera
Prk Tk
o(z,r)z"dr =
J e 0y o
T. rk
Pr kz:;) "

y sabemos por la construccién de T que ¢, no lo divide

1) =12~ 50 (o~ o)
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5.4. N-ésimas derivadas

Por lo cual la integral no aumenta a la potencia w

okt (/ @(I,T)xrdr>w =T(r)” (i %kzrk>w

k=0

Para o(z,r) en cambio es distinto

1 (& ?
or p(x,r) = g (Z ww’”’“) E(z,7),
k=0

se aumenta en uno mas a la potencia, generando dos a lo mas ya que = contiene un sumando que multiplica la
derivada del reciproco de ©

=(x,r) = [(T(r))'(a:r + xi 80 + 1) ((B0)) + l‘lix —a logx)]

vy ya que tenemos lo siguiente

o) / 0o 2
(Z gorka:’“k> - (Z f;kx’k> ((B(T))/ + loxgrm — 2" log sc)
k=0 7

k=0

00 -1
()
k=0
=~ ((BE) +

por tanto ¢, no es factor de =, y en general para sus derivadas pasa lo mismo

podemos deducir que

/

o) -2 oo !
_ <Z Sﬁrkl'rk> (Z Sﬁrerk>
k=0 k=0

log z -
—— —z" log ;v)

n

Pl = = (Z sorerk> [Z(—l)”w (log )" xm,r)]
k=0

k=0

Por lo cual, la suma de las derivadas de (z,r) aporta dos a la potencia y el producto de estas sumas genera la
suma de sus potencias por dos, sea s = > v

o ﬁ(ii(logx)jkw(wvr)(’“)yj = ﬁ(xj(x#))w (3:1“> (i%k:ﬂk) s
k=0

7=0 \ k=0 J=0

Para el caso de las derivadas de ¢,., aqui no se puede factorizar ¢, ya que tendrian que diferir en una constante
Pr =« (W - TT)
o = a (47 (log y)" — 7" (log 7)")
Y para el caso de la integral de ¢, pasa lo mismo
/ J ( QZJT T )
rdr =« —
v logy  logT

Por lo cual el producto de ¢, con sus derivadas y su integral factoriza una tnica ¢,, sea t = > ug

o Lﬁl (sogk))”k] (/‘Prdr)vr(r)v Lﬁ (Xk(l,r)yk] <2_15(T)>2M

=0
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5.5. Series diferenciales

5.5 Series diferenciales

Sea ¥ = 1+2\/5, T= 1*2‘/3, definimos § de la siguiente manera

By = v+ 77 = (LYY 4 (LY

Y definimos © de la siguiente manera

Ofz,r) = 2 — B(r)z" + 1

Y sea T, una funcién derivable en 7 y «, b € R, entonces podemos definir 2 de la siguiente manera

Qp(z,r) = /@n(a?,r)dr =T,(r)®"(z,7)+b

Derivando (8 con respecto a r obtenemos
(B(r)) =" logy + 7" log T

Derivando © con respecto a r obtenemos

o0 n+1
[@n(xv 7”)}/ = [(Z @rerk> ] (Z fork Tk) ((5(7“))' + % —z" log x)
k=0 k=0 T"

n 6, ((50) + 22— a7 loga)
Por tanto
O, (z,r) = 0" (2, r) (n Tn(r)<(6(r))’ 4108 o a:) + (Tn(r))’(acr + xi - ﬂ(r))) (190)
Y ademas
B ngoyr " 1
Tn(r)—7(2—ﬁ(r)) (bgw “ogr —b), = (191)
Entonces si hacemos
log

= rm) = n Ta(r) (B + 27 — 2 logar) + (Ta(r)) (& + = — 6r))

Tenemos que

1 0o n+1
- $rk vk =
rtar = (L8] e

Y si hacemos
= Prk 2k ’ log z T =
x(z,r,n) = (E(a, r,n)) (Z T ) (B6)Y + 55 — a7 10g ) =, v, m)

Tenemos que

n+1
(on(z,7) (Z SOT:C T’“) x(z,r,n) — (logz) p,(x,r)

0o n+1
1 r
= — (Z Mcc”“) lx(a:, r,n) — (logx) Z(z,r, n)}
T\ ¥
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5.5. Series diferenciales

Definicion 9.

[1]

X0 = =, X1 =X, (192)

Xi (@, n) = (g @, rn) + (n+1) (Z oy ) () + 8% o toga )y (arm)  (198)

kO('OT

Teorema 82. Sea j,k,n,7 €N, z,r €R, r >4, -1 <z <1, z # {0, 17\[ 713\/5}

on(x,r) (J) = — (Z Prk Tk) (z,7,n) ZTk (log z)7~ @,L(x,r)(k) (194)
=0 T
(Z kg ) [ 1)~ (log 2! kw,r,m] (195)
k=0 k=0

Teorema 83. Sea j,k,n,u,z,7, €N, 2,7 € R, r >4, -1 <z <1, z #{0,1 \/5 —1+f}’
=(n+1)z

u

so:f[an(logx)j’“%u,rw] - ulenn) (wa ) (196)
k=0

Teorema 84. Sea j,k,n,u,w,z,7. €N, z,r €R, r >4, ~1 <z <1,z #{0,2 \/5 _H'f},
=(n+1)z+nw

J
o [ > i (logx) ™ o (a, ) )

k=0

z(/wn(z,r)$rdr>w _ T (r)” ;(:z$ r,n) <Z e )u (197)

Teorema 85. Seag,knstvj,wZTkEN r,reR, r>4, —1<z<1,z#{0,°2 \/5 _1‘*“/},
s=> v, z=(Mn+1s+nw

N ; N w T () [T Xy () (& -
@?lHZTé <logw>fkson<x,r>(’“>] ([ entaryorar)” = e Mg o (Zw*) (198)
k=0

=0 k=0

Lema 13. Sea j,k,neN, reR, r >4

©r H (p(k)( )(n+1)a lH xe(1,7,n ] (199)

Lema 14. Sea j,k,ne N, reR, r >4

Pr [ﬁ <p$k)] (/% dr) (2 _ B(T)>(n+1)j+" =7T(r) [ﬁ Xk(1,7, n)] (200)
k=1 k=0

Teorema 86 (Representacién B). Sea j,k,n,s,t,uk,v,vj,w,z,ﬂg eN,z,reR, r>4, -1<z <1,
x#{(),#,%‘/g}, s=> v, t=> ug, z=(n+1)s+nw+ug

©F [ﬁ (so,(fﬂ)yk] (/ ©r dr>” f[ (iﬂi (log )’ ~* gpn(x,r)(k)>vj (/ w(z,r)x’“dr)w (2 B 5(T))(n+1)t+m _
k=0

k=1 j=0

T(r lH (x(t,mm)) ] Il (xstrm)” <x> (Z o ><n+1>s+nw

- (201)
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5.6 Forma entre cocientes

Teorema 87. Sea],knTkEN rreER r>4, —1<z<1,z#{0,°L \/571+f}

r ] 7/ (log )" n(x,r)(k)> (@, r)z"dr o = X] T, n) < kT ) (202)
¢ (kzzo 7 (log ¢ (/w ) D erk
>

Teorema 88. Sea j,lan,s,rg eNyz,reR, r>4, -1<z<1,z#{0, 1*7\/3, *1%‘/5}

s=1 3§ ' = I3 xj () ’
©; [H ng (logz)I=* gpn(ac,r)(k)] (/ @n(x,r)a:Tdr> = JIT? (Z Prex” ) (203)
§=0 k=0
Corolario 16. Sea jyne N, reR, r >4
—1
X'(]-,Ta TL)
(/ Pr dr) (2 B(r )) = ]TW (204)
Lema 15. Sea j,n,s e N, re R, r >4
s—1 — s—1
4 s - 1,7,n)
() d 9_ +_ 1Lz (rn) 205
or jl:[lsor (/ or r) ( 6(7")) .0 (205)
Definicién 10.
S J —s
p(z,m,n, ) = [ , m] > i (logx) ™ i (a, )W) ( / son(w,rwdr) (206)
H] 1 Pr j=1k=0
1 1Xg x,7,n) °
T(I,T’,R,S) = g = @rkx (207)
ol ()
Teorema 89 (Representacién C). Sean,s €N, z,7 €R, r >4, -1 <z <1, 2 # {0, 2 \/5 _1+‘[}
1 s S
o, [2_5(@} (/ ©Or dr) p(z,r,n,s) =7(x,7,n,s) (208)

Lema 16. Sear e N, r > 4

o g2

2 - ﬂ(r) B 2¢r — P2

Teorema 90 (Representacién D). Sean,s €N, z,r e R, r >4, —1 <z <1,z #{0,1 \/5 *13\/5}

(p,’, S S
ST - dr x,7,n,s) =T1(x,m,N,S 210
ot 2| ([ ertr) starns) = e (210)

Lema 17. Sea jk,n €N, z,r € R, r >4, -1 <x <1, 2 # {0,15 \/5 —H—f}

(209)

T T, r J J 1 j—k " (k)
/(p(l‘,?“).%‘rd’l“ /@n(l‘,’l“).%‘rd’f _ (T) (T) L k=0 "k ( ng) ¥ (I.CJ’) (211)
Xj(xara TL)
Corolario 17. Seane N, reR, r >4
-2
E(L,rn)
= 212
oo (Jeror) = 212
Lema 18. Sea j,neN,reR, r >4
-2
o (forar) =5 21



5.6. Forma entre cocientes

Lema 19. Sea j,n,s e N, re R, r >4

s—1

Teorema 91 (Representacién E). Sean,s €N, 2,7 € R, r >4, —-1 <z <1, z # {0, 1 ‘/5 *H‘[}

i [ ] ([ orir)” st = o

Teorema 92 (Representacién F). Sean,s,u €N, z,r € R, r >4, —-1 <z <1, 2 #{0,1 ‘/5 *H‘[}

o [ELOT (i)™ sy = sterns

Definicién 11. Sea 8 una funciéon derivable en r, definimos I' como

I(r) = (2 +B(r))[ LA ]

log ¢ + log T

Lema 20. Sear e R, r >4

Y'(2r) =Y(r)T(r) =4 (2 — 3(2r)) //(pgr dr dr

Teorema 93 (Representacién G). Sea s,u € N, z,r € R, r >4, ~-1 <z <1,z #{0,1 \/‘?’ *H‘[}

o[22 Bj(f’“)(;)i F(T)u} S </ or dr> e p(z,r,1,8) = 7(x,7, 1, 5)

Lema 21. Sear e R, r >4
() = @2+ 6() [ Brar

Teorema 94 (Representacién H). Sea s,u,v €N, z,r € R, r >4, ~1 <z <1, 2z # {0, V5 _1+\[}

o 2= B(;)(I;}((i;ﬁ(r))”lr (/ or d?“) e (/ Br dr) e p(z,r,1,8) =7(z,7,1,5)

Lema 22. Sear e R, r >4
/ﬁrdr/gordrzél//(pgrdrdr

Teorema 95 (Representacion 1). Sea s,u € N, z,r € R, r >4, -1 <z < 1, z # {0,155 _1+‘[}

A
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6 Formas candnicas

6.1 Formulas candnicas

Teorema 96. Sea j, k,n,s,ﬁg eN z,reR, r>4,

“l<a<l,z#{0,1505, =145y

()
k=0

Teorema 97 (Férmula 1). Sea j,k,nm,z eN,z,rzeR, z21,r>4, —1<z<1,z#{0, 1_2‘/57 %‘/5}

H;;é x;(z,mn) (f gon(a:,r)x’"dr)s
27 (r)* [1j20 Sheo T (log )7 =F o (, 7))

fo%e) z
- (z @>
k=0

Definicion 12.

Teorema 98. Sea j,n,u,v €N, r,zeR, r>4

[ 1
2-pB(r) ]
[(2 — B
T(?")“
u 1F
T’ 27" |
{(2 — B2+ BT
T(r)«T(r)o+t
|:4u+1 (2 _ ,B(T))u_l (2 + B(T))M-H-
T(r)eD(r)ut

Teorema 99. Seaue N, r,zeR, r >4

" Tp(r)

z

X5 (@,7,m) (f o, 1) dr)
w0 Th (log )7 =* @, () (®)

(u+1)z
0' rn j (/QO )
—(u+1)z
o(r,1,5)? </<P
(u+1)z (v+1)z
o(r,1,5)" (/s@ dr) </5rdr)
(u+1)z
o(r,1,5)? <//Q02rd7"d’l")

=) -] (o dr)w

L[4 B 24 B(r)
2= 50| T(r)eT(r)"
S

5 () fors)

[4+t (2 — B(r) !
12 B(r)] T(r)wT

Teorema 100. Sea u,v € N, r,z e R, r >4

S (o) (] o)

()

=] [ ] (Jew) (Jae)

2-p

Teorema 101. Seajl,jg,k,u,v,r,z eEN,z,rzeR 221, r>4, —1<ax<l,x# {O,#,%ﬁ}

o [< B 2+ B(r >>] (/%dr)(”“)z (/ﬁrd?)”:

, z 0 z " 8
P > ena™ X (@,7) ([ o(x, r)a”dr)
X (L) |\ z Yot (log )=+ o(z, 1)®)

T(r)«T(r)
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6.1. Férmulas candnicas

Teorema 102 (Férmula 2). Sea u,v €N, r,z e R, r >4

oz [EI T (L) ()

1-v5 —14+V6
Lr>4, 1<z <1, az#{0,52 2}

g 0 (] o)

Teorema 103. Sea jhjg,k,U,T}Z eN,z,r,z€eR, z >

©F
P e - : X (@, ) ([ oz, r)z"dr) : (238)
[ij(lﬂ")] (,;J ot ) ar Y7L it (log )i k(p(x,r)(k)]
Teorema 104 (Férmula 3). Sea u € N, r,z € R, r > 4
o2 =2 (1,1 {4“4'1 (2 Tr?r()u))j Fl((iu—:lﬁ u+1} z (//@T " dr> (ut1)z o)
Teorema 105. Seajhjg,k,n,u,T,gEN, r,r2E€R 221,724, —1<az<1,z#{0,1 \/5 _1‘*‘\[}

P (o)

2 (240)
@gjz) Z@ Lz Xj, (2,7, ) (f on(z, )T Tdr)
Xyz(l r,n) " x" f OTk (log z)71=F @, (z,r)*)
Teorema 106 (Férmula 4). Sea u,n € N, r,2 e R, r >4
R L Tol(r) (2= B(r u—17% (ut1)z
ot =2, [ LB 00 ] ([ o) (241)

Teorema 107 (Férmula 5). Sea j,k,n,u €N, 2,7,z €R, 2> 1, r >4, -1 <z <1,z #{0,1 V5 *H‘[}

W : . Wi (& L : X;(z,rn) (ngn(x,T)deT) :
i) () 2 0 Yo (g oyt pu@n®@] )

[SIIN

Spi = E(].,T, n)

Teorema 108 (Férmula 6). Sea k,u e N, 2,72 € R, 222, r >4, -1 <z <1, x # {0, 1_7\/5, _1%\/5}

pr =)} [4u+1 < _f((f))ir( ﬁiﬁ HH] ( / / o d?“dr) e <§%%erk>§ [E(M)x(rfjf;g)wrdr)

k=
(243)

Teorema 109 (Férmula 7). Sea k,u,v €N, 2,1,z €R, z > >4, -1<z<1,z#{01 ‘/E*H‘f}

z

(1]

([ o(z,r)z"dr)

o =S, [(2—5(;)&;}%; 5(7"))”} 5 (/ o dr) (ut1)3 (/ B, dr> vE (égprkﬂk>; [ (Z‘,""):Er ¢(I7;)

(244)

Teorema 110 (Férmula 8). Sea k,u,v €N, 2,72 € R, 2>2, r >4, ~-1 <z <1, z #{0,1 \/5 _H"[}

(MY

T
r

el [ o I TRy o ] (/# dr)_(m); (/ o d) @0”“) [: o e
(245)
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6.2. Funciéon Zeta de Riemann

6.2 Funcion Zeta de Riemann

Teorema 111. Sea k,u,v eN, 2,71 2€R, 222, r>4, -1 <z <1, x;«é{O,l*—Q‘/g,%‘/g}

Ry +Z “E *Z e e Al (ferar) " (o)
Bonr) " |mmrtect]

(246)

[N

Demostracion. Sea z,7 €ER, r >4, —1 <z <1,z # {0,L V5 *1+\f}
Sea r = 2™, donde m € N.
Y sea © una funcién en z y en r definida por

Z Prk rk | _ z"

= or x?r — B(r)a” +1
sabemos por el Limite A, Teorema 39 (83), que O converge cuando r es potencia de 2
Queremos probar que (@)% diverge, entonces haciendo r igual a 4 tenemos que

24 3 22
8 — Tzt +1 VB —Tr 1

supongamos que (@)% converge, entonces por el teorema 32 (71) tendriamos que la siguiente serie

1 1
= Pk x8 — Tzt +1

también converge y el grado de x en el numerador es 2, entonces usando el Corolario 9 (57) corresponde con la
forma de la siguiente serie

1—a?
2% _
ngngx Cort 32241

pero ésta lleva —1 en el coeficiente de 2 en el numerador, entonces no existen los coeficientes para hacer converger

la serie y (@)% diverge. Por lo cual cuando z es 1 tenemos por el Teorema 110 (245) que ¢, genera un 0, ya que la
formula 8 se puede escribir y tenemos que

(Z %«kx”“> =0 (247)
k=0

por tanto (.(1) =1+ % = %
Cuando z es % tenemos que la suma diverge también ya que

<i ‘Prk’ajrk> = Oa
k=0

Bl

_1
por tanto para z = 5

y ademads para todo z = %, n € N, (, cumple con

1
CT(Z) =1 + T\/?’

finalmente si 0 < z < 2 entonces Z < 1, la serie (247) diverge, el cociente es igual a 0y (-(z) =1+ 5.
Por el contrario si z > 2 la serie (247) converge, el cociente no es 0 y (- no genera ceros.
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Sea s € R, s > 4, y tal que cumpla 2"~ < 5 < 2™,
s se puede escribir en la siguiente férmula

- Prk -
s O(z,m) = > p "
=0 Pr

entonces usando el Teorema 110 (245) podemos escribir la siguiente férmula

6.2. Funciéon Zeta de Riemann

z

Gl)=ltg Z gt i [(z = ﬂg;ﬁ(@):—g%;vg 1,8)} (/ 7o ) o (/ o ds)

o0
(Z 05 Prk Lk
k=0

Pr

y tenemos que para una cierta subsucesion « = {p;} se cumple con

72

)3 l ola,r) 2" ]
E(x,7) (f gp(x,r):c’”dr)

(248)
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