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1 Introduccion

Empecemos por enunciar la siguiente férmula,

Teorema 1. Sea k,n € N
> ok =pni2—1 (1)
k=0

Es decir, la suma de todos los nimeros de fibonacci hasta el n-ésimo es igual al fibonacci (n+2)-ésimo menos
uno.

Esto quiere decir que la suma finita vuelve a ser un nimero de fibonacci menos uno.

Ahora observemos la siguiente férmula infinita,

Teorema 2. SeakGN,xER,O<x<l,x#%‘/‘F’

X —ZT

p(z) = Z pra’ = 1 = (2)
k=0
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Podemos apreciar que del lado izquierdo es la serie de potencias con x entre 0 y 1, y con coeficientes en los
numeros de fibonacci.

Aqui el indice de la serie k va de 0 a infinito pero gracias a que x siempre es menor que 1 la suma converge al
lado derecho, el cial es un cociente con un pdlinomio de grado 2 en el denominador.

Ahora bien, y qué pasaria si inicamente sumaramos los niimeros de fibonacci con indice par, entonces obtenemos
las siguientes férmulas,

Teorema 3. Sea k,n e N, n>1

Z Yok = Pont1 — 1 (3)
k=1

Tenemos que sucede algo parecido con la férmula 1 y la suma vuelve a caer en ser un nimero de fibonacci menos
uno.
Y para el caso de la serie infinita tenemos lo siguiente,

Teorema 4. Sea k € N, z € R, —1<x<1,x7é{1*2—\/5,%‘/5}
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oo
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p(z,2) = g_o Yokt = e

Ahora el denominador del cociente del lado derecho contiene un polinomio de grado 4.
Usando una cierta construccién podemos calcular la siguiente férmula,
Teorema 5. Sea ke N,z e R, -1 <z <1, Jc;«é{k?—‘/g,%‘/g}

3zt

_ ik _
pland) =) o™ = oy



1. Introduccién

Y podemos observar un 3 como coeficiente en la parte del numerador del cociente del lado derecho.
Y notar que 3 es un nimero de fibonacci, el ¢4
Obteniendo la siguiente iteracién damos un siguiente ejemplo para 8,

Teorema 6. Sea k € N, z € R, —1<a:<1,x7é{1*2—‘/5,%‘/5}

ZOO 212®
p(flf,8) - P 908]6‘% $16 _ 47%8 _|_ 1 (6)

Y notar que 21 es también un nimero de fibonacci, el g
Con esto de evidencia, obtuvimos el caso general para r potencias de 2,

Teorema 7 (Limite A). Sea k,r e N,m>1,r=2" 2R, -1<z <1, z# {1_T\/5’ _1%‘/5}
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Ahora bien, si nos fijamos en el lado derecho y pasamos dividiendo el nimero de fibonacci r-ésimo tenemos lo
siguiente,

1,7"

x?r — B(r)am +1

1 oo
Ow,r) = — > pua™ = (9)
Pri=o

Y entonces llegando hasta aqui nos preguntamos acerca de ©, y nos hacemos el siguiente cuestionamiento:
Jexistird alguna funcién que al integrar resulte en © o algo aproximado?

Nuestra respuesta es afirmativa y llegamos al siguiente teorema;:
Sea x,7 € R, 7 > 4, definimos lo siguiente

Definicion 1.

1 1 1-—
0[:\/5, Y= 1#: +aa T = =
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Blr)=y¢"+7"
1) =92~ 80) (g~ o)
Oz, 1) = 2 — B(r)z" + 1
o(z,r) = % {T(r) ((B(T))/.I'T — log z(2*" — 1)) + (T(r))’(a:w — B(r)z" + 1)]

1-v5 —14+V56
Teorema 8. Sea ke N, z,y,r e R, r >4, -1 <a <1, z#{0, 152, =52}

O(x,r) = ﬁ /(p(xm)m”"dr (10)

Y si limitamos r a potencias de 2, obtenemos la siguiente férmula,

1 1
- Sprerk = 7/@(Z,T)$Td7" (11)
r



Y con esto podemos pasar dividiendo la serie y obtener,

1 [ p(z,r)a"dr

Pr Y(r) Ziio Orpx™*

Y si elevamos para obtener las potencias tenemos,

1 [ oz, r)a"dr])?
e [Ty erwam™]?

Si sumamos sobre todas las potencias de 2, a partir de 4, resulta,

> =S (e )

Y utilizando la férmula de Binet,

Teorema 9 (Férmula de Binet). Sean € N, ¢ = 1+2‘/3, T= 1_2‘/5

Podemos enunciar lo siguiente,

acr:c”ré V5)2
oo o () ()

Lo cual es muy parecido a la série de Riemann.
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